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Avant-propos

Vous avez choisi ce livre parce que vous avez un objectif a atteindre. C’est un instrument réellement
utile et efficace pour aider les apprenants des classes de premiéres scientifiques et techniques, quel
que soit leur niveau, a améliorer leurs performances en mathématiques.

Inspirée de la pédagogie nouvelle, la conception de ce livre se fonde sur deux outils a savoir : le
cours et les exercices corrigeés.

Le cours a été concu selon le projet pédagogique suivant :

B Une présentation claire parfaitement lisible qui permet de faciliter le travail de 'apprenant.

B Un cours bien structuré allant a '’essentiel. Conforme aux contenus du programme, ce cours
prépare aux compétences exigibles, mais en se limitant strictement aux notions qui doivent
étre étudiées. Nous I'avons donc voulu bref.

Les exercices résolus et commentés, soutenus par des méthodes de résolution permettent a 1'ap-
prenant d’acquérir I’esprit scientifique et les principaux modes de raisonnement qu’il devra savoir
développer. C’est une bonne facon d’aborder les nombreux exercices de chaque chapitre. Dans le
souci d’efficacité qui a fait le succes de cette édition, nous attirons votre attention dans les solutions
proposées, sur la schématisation, la représentation graphique, le choix des notations, la conduite
littérale et enfin I'application numérique.

Notons cependant qu’il ne sert a rien de lire a priori la solution d'un exercice, mais qu'il faut
chercher cette solution apres avoir lu 'énoncé en entier et ne consulter la solution proposée dans
le livre que pour contrdler son propre résultat ou en cas d’hésitation.

Nous formons le veeu que cet ouvrage constitue un outil efficace pour les apprenants des classes
de premiéres scientifiques et techniques et qu’il apporte a nos collegues professeurs 'aide qu’ils sont
en droit d’attendre. Nous attendons avec plaisir toutes les remarques et suggestions.
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Chapitre 1. Sujets d’examen - Probatoire Mathématiques - Séries C, E

11 Enoncé des sujets d’examen

111 Enoncé - Probatoire 2012
Examen: Probatoire Séries: C E
Session: 2012 Durée: 3 heures
Epreuve:  Mathématiques Coef.: 6/5

Exercice 1.

Résoudre dans R I'inéquation [4x +2| > |3 — x|
On considere dans R I'équation

(E): (x—1)(x*—3)=39

1.1. 1.1.1. Ecrire 39 sous forme d’un produit de facteur
premier

1.1.2. Trouver alors une solution de I'équation (E) dans
I'ensemble N des entiers naturels

1.1.3. Montrer que cette solution entiére est I'unique
qu'admet I'équation (E) dans R

1.2. Calculer le réel A défini par :

(i (i D)o (10 e )

Exercice 2.

2.1. Soit 8 un nombre réel ,
2.1.1. Développer (cos? 6 —sin? )

(1+cos®20)

DN | —

2.1.2. En déduire que cos? 6 +sin* 6 =
2.1.3. Résoudre dans |-, 71|
I'équation cos* @ +sin* 6 = -

2.2. Soit (uy)
telle que :

nen UneE suite géométrique de raison ¢ et

Uy X Uy X Uy =27
ugER;g>0et

Ug X Uy X Uy =216
2.2.1. Déterminer la raison et le premier terme u,
2.2.2. Endéduire u, en fonction de n

3.1.1.1. Construire la courbe (C)

3.1.1.2. Vérifier que Vx €[0,4];g(x)=f(x—2)+1
3.1.1.3. Comment peut-on déduire la courbe (C’) de la
courbe (C)?

3.1.1.4. Représenter la courbe (C’)

3.1.2. Ondésigne par r larotation de centre O etd’angle

i
—, et h ’'homothétie de centre O et de rapport 2. Soient

I et J les points du plan de coordonnées respectives (1,0)
et (0,1)

3.1.2.1. Construire les images I’ et J’ des points I et J
par la transformation s=roh

3.1.2.2. Donner la nature du triangle OI’ J’

3.1.2.3. Démontrer que les droites (I1’) et (JJ’) sont
perpendiculaires.

3.1.2.4. Montrerque II'=7]]J’

3.2. PartieB

E est le plan vectoriel de base (f, f) et f I'application
linéaire de E dans E définie par f (7) = 37— 27 et
F()=i+4]

3.2.1. Ecrire la matrice M de f danslabase (f, f)

3.2.2. Déterminer le noyau de f

3.2.3. f est-elle bijective? justifier votre réponse

3.2.4. Donner une base de I'image de f

3.2.5. Donner I'expression analytique de f o f

3.3. PartieC

Lespace (E) d'un repeére orthonormé
(O, f, 7, ﬁ) Soient (P) et (P’ ) les plans d’équations carté-
siennes respectives2x+3y+6z =0et3x—6y+2z+1=0
3.3.1. Démontrer que (P) et (P’ ) sont perpendiculaires.
3.3.2. Déterminer une équation paramétrique de la
droite (D) intersection des deux plans (P) et (P’ )

3.3.3. Soit A le point de coordonnées (—4;1;—2)
3.3.3.1. Calculer les distances du point Aa (P)eta (P’)
3.3.3.2. En déduire la distance de A a (D)

est muni

Exercice 3.

11.2 Enoncé - Probatoire 2013
Examen: Probatoire Séries: C E
Session: 2013 Durée: 3 heures
Epreuve:  Mathématiques Coef.: 6/5
Exercice 4.

Probléme

3.1. PartieA

3.1.1. On considere les fonctions numériques sui-
vantes :

f:l-2,2]-R g:00,4 >R

et
x — x? x> x2—4x+5
(C)et (C’) sont respectivement les courbes représenta-
tives des fonctions f et g dans un repeére orthonormé
direct (0,7, j) du plan

Pour chacune des questions, il vous est proposé trois ré-
ponses parmi lesquelles une seule est juste; reproduire
survotre feuille de composition le numéro de la question
et celui de la réponse juste correspondante.

4.1. Le plan vectoriel est rapporté a une base (?, f), f
est 'endomorphisme du plan défini pour tout vecteur
ﬁ[x,y) par f (i) = (2x—2y)7—(x + y)f Le noyau de f
est:

oa. {0}



14. Enoncé des sujets d’examen

4.2. Le plan vectoriel est rapporté a une base (?,f); la
matrice de 'endomorphisme g défini pour tout (x, y)
par g(il)= (—x—y)?-&—(x—y)f est:
O -1 -1
a |,
-1 1
on (4 1)
O 1 -1
¢l 4
4.3. Lespace affine est rapporté au repere orthonormé
(O,?, }', %) P et P’ sont deux plans d’équations carté-
siennes respectives: x—2y+z+2=0etx+y+z+2=0;
les plans P et P’ sont :
Oa. Paralleles

Ob. Perpendiculaires
Oc. Confondus

4.4. A et B sont deux points du plan euclidien; I
est le milieu de [AB]; G est le barycentre du systeme
{(A, 3);(B,—1)}. Lensemble des points M tels que
[3MA—MB||=|MA+MB|
est:

Oa. Le cercle de diametre [GI]

Ob. 0

Oc. Lamédiatrice de[GI]

4.5. Le plan affine euclidien est rapporté au repére or-
thonormé (0,1, 1); le cercle (C) d’équation cartésienne
(x—17%+ (y + 1)2 =4, et la droite (D) d’équation carté-
sienne3x +4y +11=0sont:

Oa. Sécants

Ob. Tangents

Oc. Disjoints

Exercice 5.

5.1. Montrer que pour tout x réel,
1
€OS X Sin x cos2x cos4x cos8x = 1—Gsin 16x

5.2. En déduire que
T TG T Vs w1
€08 — sin — Cc0s — €0S — cos — = —.
32 32 16 8 4 16

5.3. On considere la fonction polyndéme p définie, pour
tout réel x, par p(x)=2x3+5x%+ x—2
5.3.1. Calculer p (—1); en déduire que

p(x)z(x+1)(ax2+ bx+c)

olia, b et ¢ sont des réels que 'on déterminera.
5.3.2. Résoudre alors dans R I'équation :

2sin®2x +5sin®2x +sin2x —2=0

Exercice 6.

Probléme
6.1. PartieA
On considere la fonction f définie de R—{1} dans R par

X2
flx)= 2D

6.1.1. Déterminer les limites de f aux bornes de son do-
maine de définition.

6.1.2. Calculer la dérivée et dresser le tableau de varia-
tion de f.

6.1.3. Montrer que la courbe (C) représentative de f
dans un repére orthonormé (0, 7, f), admet une asymp-
tote oblique et une asymptote verticale, dont on donnera
les équations cartésienne respectives.

6.1.4. Tracer (C) et ses asymptotes.

6.1.5. Montrer que le point K (1, 1) estle centre de symé-
trie de (C)

6.1.6. m étant un parametre réel, discuter graphique-
ment |'existence et le nombre de solutions de 'équation

x’+2mx—2m=0

6.2. Partie B
On consideére la suite numérique (un) définie pour tout
entier naturel n > 1 par la relation

2
u;,

2(u,—1)
6.2.1. Calculer uz, uy et us
6.2.2. Placer u,, us, uy et us surla graphique de la fonc-
tion f.

6.2.3. En déduire le sens de variation de (un)

Uyl = avec Uy =4

11.3  Enoncé - Probatoire 2014
Examen: Probatoire Séries: C E
Session: 2014 Durée: 3 heures
Epreuve:  Mathématiques Coef.: 6/5
Exercice 7.

—1
7.1. 7.1.1. Calculer

7.1.2. Résoudre dans R? le systéme :

+b=«/§+1
2
abz‘/—§
4

b T
7.1.3. En déduire dans ]0, 5[ X }0, 5 [ les solutions du
systeme d’inconnues (x, y) suivant :

2sinx +2siny =v3+1

: . V3
sinx xsiny = —-

7.2. Dans le plan vectoriel E muni d’une base B = (7, ),
on considere I'application linéaire f de E vers E et de
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matrice

pi=l G

SE

relativement a B
7.2.1. Déterminer le noyau et 'image de f

7.2.2. Onpose M’ =2M —2[ou I = ((1) (1)) Justifier

que M’ est la matrice inverse de M

Exercice 8.

On s’est intéressé au nombre de personnes qui ont vi-
sité un site touristique sur 7 ans. Les résultats de cette
enquéte sont consignés dans un tableau ci-dessous :

Rangdelannée | Nombre de personnes
(X) en milliers (Y)

1,5
2
3,5
1
6
8
10

N O gk W N~

8.1. Représenter le nuage de points de la série statis-
tique ainsi définie

8.2. 8.2.1. Calculer la covariance de la série statistique
(X,Y). On donnera le résultat 2 1072 pres par exces
8.2.2. En prenant la moyenne de Y égale a 4,57; la va-
riance de X égale a 4 et la variance de Y égale a 10,46
8.2.2.1. Calculer le coefficient de corrélation linéaire
entre X et Y

8.2.2.2, Justifier qu'une équation de la droite de régres-
sionde ¥ enX est: y =1,43x—1,15

8.2.3. En déduire une estimation du nombre de per-
sonnes qui visiteront ce site en I'année de rang 31

8.3. Ce site comporte 5 escales distinctes nommeées A,
B, C, D et E. Elles sont obligatoires pour tous ses visi-
teurs qui y passent une seule fois par escale. De combien
de facons distinctes peut-on :

8.3.1. Parcourir les 5 escales?

8.3.2. Parcourir les 5 escales si on commence toujours
parl’escale A?

Exercice 9.

9.1.2. 9.1.2.1. Montrer que
OM?=18—6AM + AM? = ON*?

9.1.2.2. En déduire que O est le centre de la rotation r
On pose pour toute la suite AM = x et on appelle G, le
barycentre du systeme A(7—x), B(1) et D (x)
9.1.3. 9.1.3.1. Soit k le réel tel que AM = kDM. Déter-
miner k en fonction de x et en déduire que M estle bary-
centre de A et D affectés respectivement des coefficients
6—xetx.
9.1.3.2. Vérifier que
(7—x)GA+GB+xGD=GA+GB+(6—x)GA+xGD
et en déduire que G est barycentre des points M et I
affectés de coefficients que I'on déterminera.
9.1.3.3. SoitG’,I'imagede G parr et J le milieude[AD].
Justifier que G/ J= %1\7 J
9.1.4. 9.1.4.1. Exprimer les aires des triangles IAM et
MDN en fonction de x
9.1.4.2. Montrer que l'aire A; du trapeze BCNI en
unité d’aire est A} =27—3x
9.1.4.3. En déduire que l'aire A du triangle /M N en
unité d’aire est :

1, 3

A=_—-x"—-x+9

2 2
Partie B
Soit f la fonction définie, de I'intervalle [0, 6] vers R, par
flx)= lxz—§x+9
9.1. Calculer les limites de f aux bornes de son en-
semble de définition
9.2. 9.2.1. Ftudier les variations de f et dresser son ta-
bleau de variations
9.2.2. En déduire que pour tout réel x < [0,6],

rw2s(3)

9.2.3. Déterminer la valeur de x pour laquelle 'aire du
triangle / M N est minimale

9.3. Représenter f dans un repére orthogonal. (Echelle :
1 cm pour 1 unité en abscisse; 1 cm pour 3 unité en or-
données.)

9.4. Soit g la fonction définie de [—6,6] vers R par
g(x)=f(lxD)

9.4.1. Etudier la continuité et la dérivabilité de g en 0
9.4.2. Justifier que g est une fonction paire

9.4.3. Déduire en traits interrompus courts, la courbe
de g decellede f.

Probleme

9.1. PartieA

Dans le plan orienté, ABC D est un carré direct de centre
O etde coté AB =6. I estlemilieu dusegment[AB]. M et
N des points des segments [AD] et[D C] respectivement
telsque AM =DN; M#AetM #D

9.1.1. Soit r la rotation qui transforme A en D et M en
N. Déterminer la mesure principale de 'angle de r

11.4  Enoncé - Probatoire 2015
Examen: Probatoire Séries: C E
Session: 2015 Durée: 3 heures
Epreuve:  Mathématiques Coef.: 6/5



14. Enoncé des sujets d’examen

Exercice 10.

Exercice 12.

10.1. Résoudre dans R I'équation :
4x%—2x—1=0.

. s LT

Pour toute la suite, on pose x = cos 5 et y =sin 5

27
10.2. Exprimer sin = en fonction de x et y
10.3. 10.3.1. Justifier que

27
cos?=1—2y2=2x2—1

3
10.3.2. En déduire que sin = = (4x%—-1)

. .2t 3w
10.4. 10.4.1. Justifier que sin 3 =sin —

5
10.4.2. En déduire que:
4x*—2x—1=0
10.4.3. Déduire alors que :

V5+1 m V/10-245
= 1 etsmg:f

T
Cos —
5

Exercice 11.

On s’est intéressé aux dépenses en appels téléphoniques
de 100 personnes durant une semaine. Les résultats de
cette enquéte sont consignés dans le tableau ci-dessous;
les effectifs des personnes qui ont dépensé 4300 et 7500
F CFA durant cette semaine sont désignés par x et y res-
pectivement.

Dépenses en F CFA | Effectifs

1500 10
4300 3%
7500 y
10500 30

11.1. Lamoyenne M de la série statistique ainsi définie
est M =7000. Justifier que x et y vérifient le systeme

43x + 75y = 3700
x+y =60

11.2. En déduire les valeurs de x et y

11.3. Un opérateur de téléphonie locale voudrait attri-
buer des prix identiques a un groupe de 5 personnes
choisies au hasard parmi les 30 ayant dépensé 10500 F
CFA

11.3.1. De combien de facons peut-on constituer le
groupe a primer?

11.3.2. Ces personnes étant choisies et les prix iden-
tiques étant au nombre de 7, de combien de facons
peuvent étre attribués ces prix si chacune des personnes
recoit au moins 1 prix?

Probleme
S
A
12.1. PartieA

Sur la figure ci-contre, SABC est un tétraedre. La droite
(SA) est orthogonale au plan (ABC) et le triangle ABC
rectangle en B. M estun point du segment [AB] différent
deAetB

12.1.1. Justifier que les droites (SA) et (BC) sont ortho-
gonales

12.1.2. Le plan (P) passant par M et perpendiculaire a
la droite (AB) coupe les segments [SB], [SC] et [AC] en
I, K et J respectivement

12.1.2.1. Montrer que la droite (IM) est parallele au
plan (SAC) et en déduire que (IM)//(K J). (On pourra
raisonner par I’absurde)

12.1.2.2. Montrer que (M J)//(BC) et en déduire que
(MJ)//(IK)

12.1.2.3. Justifier que I K J M est un rectangle.
12.1.2.4. On donne AB =3; SA = BC = 4 et on pose
AM = x. S(x) désigne l'aire du rectangle 1K JM en m?.
Exprimer S(x) en fonction de x

12.2. PartieB

Soit f la fonction définie dans [0;3] par f (x)=—x?+3x
et (Cf) sa courbe représentative dans le repére ortho-
normé (O, 7, ])

12.2.1. FEtudierles variations de f et dresser son tableau
de variation.

12.2.2. 12.2.2.1. Vérifier que S(x)= gf(x)

12.2.2.2. En déduire la valeur de x pour laquelle I'aire
du rectangle I K J M est maximale et calculer cette aire.
12.2.2.3. Calculer l'aire du rectangle [K JM lorsque
x=2

12.2.3. Tracer (Cy) (unité de longueur sur les axes :
1,5¢cm)

12.2.4. Déterminer une équation de la tangente au

1
point d’abscisse x = —
12.2.5. Soit (U,,) la suite définie pour tout entier natu-

1
rel n par U, = 2n+ 4 Montrer que (Un) est une suite

arithmétique dont on donnera le 1 €T terme et la raison.
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115 Enoncé - Probatoire 2016
Examen: Probatoire Séries: C E
Session: 2016 Durée: 3 heures
Epreuve: ~ Mathématiques Coef.: 6/5

Exercice 13.

Une urne contient sept jetons portant les numéros: 1; 2;
3;4;-1et-3. On tire deux jetons successivement avec re-
mise dans cette urne. On désigne par a le numéro porté
par le premier jeton et par b, celui porté par le deuxieme
jeton. A et B sont deux points fixes et distincts d'un plan
(P). Déterminer le nombre de couples (a, b) pour les-
quels :

13.1. Les points pondérés (A, a) et (B, b) admettent un
barycentre.

13.2. Levecteur aAM +bBM est constant quelque soit
le point M du plan (P).

13.3. Les points pondérés (4, a) et (B, b) admettent un
barycentre et ce barycentre appartient a [AB].

13.4. Les points pondérés (A, a) et (B, b) admettent un
barycentre et ce barycentre est en dehors du segment
[AB].

Exercice 14.

14.1. Soient A, B et C trois points distincts du plan
orienté (P) tels que ABC soit un triangle équilatéral di-
rect de centre de gravité G. A’, B et C’ sont trois points
de (P) tels que

.

gt
AN =-CA;
3

-

- 1
BB’=—-AB;
S

=

= 1
CC’==BC.
3

21
On désigne par r la rotation de centre G et d’angle —.

14.1.1. 14.1.1.1. Déterminer I'image de la demi-droite
[CA)parr.

14.1.1.2. Montrer que r(A’)=B’.

14.1.2. '14.1.2.1. Montrer que r(B)=C’.

14.1.2.2. En déduire que le triangle A’B’C’ est équilaté-
ral.

14.2. On suppose AB =3 et on désigne par (d) droite la
perpendiculaire au plan (ABC) passant par A. Soient S
un point de (d) tel que SA=4, E et F des points tels que

SE ==—8B et

Les droites (AE) et (S B) sont-elles perpendiculaires? Jus-
tifier votre réponse.

Exercice 15.

Probleme :

15.1. PartieA

On s’est intéressé aux variations de la hauteur d'un ruis-
seau en fonction du temps lors d'une forte pluie. Les ré-
sultats de cette enquéte sont consignés dans le tableau
ci-apres :

Tempsen v 4 g5 1 15 2 25 3
heures
Hauteur
deauen (Y) 06 12 19 24 22 2 15
metres

15.1.1. 15.1.1.1. On donne Cov(X, Y)=0,33. Calculer
le coefficient de corrélation linéaire de la série (X; Y).
15.1.1.2. Un ajustement linéaire est-il approprié?
15.1.2. Représenter le nuage de points associé a la sé-
rie (X; Y) dans un repere orthogonal (unités : 1 cm pour
0,5h en abscisses et 1 cm pour 0,2 m en ordonnées).
15.1.3. Soit f la fonction f définie de [0; 7] vers R par
f(x)=ax?+ bx + c. On désigne par (C) sa courbe re-
présentative et on admet que (C) passe par les points
A(0;0,6); B(1;1,9) et C(2,5;2).

15.1.3.1. Déterminer a, b et ¢ a 107! pres par défaut.
15.1.3.2. Etudier et représenter f dans le méme repere
que le nuage de points (prendre 7 = 3,14).

15.1.3.3. En admettant que f est un ajustement de la
série (X; Y), déterminerlahauteur del’eau de ce ruisseau
165 minutes apres le début de la pluie.

15.2. PartieB

Soit g la fonction définie de [0;m] vers R par
2n . 2n B

g(x) = —cos(x+?) - sm(x+?) + 1. On dé-

signe par (C;) sa courbe représentative dans le repere
orthogonal de la partie A.

15.2.1. Montrer que pour tout réel x € [0;7],

g(x):—ﬁcos(x + ?—Z) +1.

15.2.2. 15.2.2.1. Calculer g’(x) et justifier que

, 7
g (x)>0<:)xe[0;ﬁ[.
15.2.2.2. Dresser le tableau de variation de g.
15.2.3. Tracer en traits interrompus courts, la courbe
(Cy) dans le méme repére que celui du nuage de points.
15.2.4. Ci-contre sontreprésentés dans unrepere ortho-
normé (O; i 7), la courbe (G,) représentative de la fonc-
tion £ définie dans [0; 7] par h(x) = g(x)—f(x) ol f estla
fonction de la partie A, les droites (d) et (d”) d’équations
respectives : y = 0,09 et y =—0,09 et le point d’intersec-
tion de (C,) et (d’) nommé A.
Déterminer par lecture graphique, les valeurs de x pour
lesquelles f(x) est une valeur approchée de g(x) a 1072
pres.

¥

2
(d"):y=-0,09 ;
Az21;-509) (C)
!
!

X
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18.2.1. Calculer 16° et déterminer b.
18.2.2. En déduirea et c.

Exercice 19.

Exercice 16.

On considere I'équation (E) :
2«@c052x+(2—«@)cosx—l =0

etle polyndome P(x)=2+v2x?+(2—+2)x—1 de variable
réelle x.

1
16.1. Calculer P (5

16.2. Vérifier que le polyndme P(x) admet 2 racines dis-
tinctes.

16.3. En utilisant la somme ou le produit des racines,
déterminer 'autre racine.

16.4. En déduire dans 'intervalle [0; 27[, 'ensemble so-
lutions de I'équation (E).

16.5. Placer les points images des solutions de (E) sur
un cercle trigonométrique.

Exercice 17.

E estun plan vectoriel; B = a, 7) estune basede E et f
est'endomorphisme de E défini par

fG-=3i—FetfG+])=—i+5].
17.1. Montrer que la matrice de f dans la base B est
1 =2
2 ol
17.2. Soitg l'endomorphisme de E défini par
gli)=1—J+f(i)etg(})=8i+f(j)

17.2.1. Déterminer la matrice A de g dans la base B.
17.2.2. Montrer que Kerg estune droite vectorielle dont
une base est & =61 72]

17.2.3. Montrer que Img est une droite vectorielle dont
une base est & =27 + ]

On pose B’ =(¢é), &).

17.2.4. Montrer que B’ est une base de E.

17.2.5. Montrer que g(&>)=58&.

17.2.6. En déduire la matrice A’ de g dans la base B’.

Exercice 18.

18.1. Déterminer les réels x et y tels que
x+y=40
x xy =256

18.2. a, b et ¢ sont dans cet ordre trois termes consécu-
tifs d'une suite géométrique a termes positifs et décrois-
sante tels que :

a+b+c=56
ax b xc=4096

Le probléme comporte trois parties L 2 et 3. Le plan

est muni d'un repeére orthonormé (O, i, ]) on considere
A(0;2), B(—2;0) et C(2;0) trois points du plan. On note G

le barycentre des points pondérés (4,2); (B,1) et (C,1).

19.1. Partie 1

19.1.1. Montrer que le point O estle milieu du segment

[BC].

19.1.2. En déduire que le point G appartient a la droite

(AO).

19.1.3. Déterminer les coordonnées du point G.

19.1.4. Montrer que pour tout point M du plan,

M?+0M?*=2GM?+2.

19.1.5. En déduire que I'ensemble (T') des points M du
plan tels que :

2AM? + BM?+CM?* =28

est un cercle dont on précisera le rayon et le centre.
19.2. Partie 2
Soit la fonction f définie de IR vers IR par

f(x):ax2+bx+c

ol a, b et ¢ sont trois réels.

On suppose que la courbe de la fonction f passe par les
points A, Bet C.

19.2.1. Montrer que pour tout réel x,

f(x)z—%x2+2.

19.2.2. Résoudre dans IR, I'inéquation f(x)>0

19.3. Partie 3

Soit g la fonction définie de IR vers IR par
—x2+x—4

gln= "=,

(C) sa courbe représentative.

19.3.1. Déterminer I'ensemble de définition D de g.
19.3.2. Déterminer les limites de g en —00,+00,0™ et
0%; en déduire une équation de I'asymptote verticale a
la courbe (C).

19.3.3. Montrer que pour tout réel x différent de zéro,

2f(x)
§')=—"7-
19.3.4. Déduire de la question II-2), le sens de variation

de g et dresser son tableau de variation.
19.3.5. Montrer que pour tout réel x différent de zéro,

ou g’ estla fonction dérivée de g.

g (%) =" % et en déduire que la droite (D) d’équa-
tion y =—x +1 est asymptote oblique a la courbe (C).
19.3.6. Déterminerla distance du point G ala droite (D)
et en déduire que la droite (D) est sécante au cercle (T').
Préciser les coordonnées de leurs points d’intersection.
19.3.7. Tracer la courbe (C) et ses asymptotes, (unités
sur les axes : 1 cm)
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1.2  Solution des sujets
d’examen
1.24  Solution - Probatoire 2012

Solution 1. (p. 2)

1.1. Résolvons dans R I'inéquation [4x +2|> |3 — x|
|4x +2|>[3— x|

& (4x+2f>(3—x)

& 16x°+16x+4> x> —6x+9

<1522 +22x—5>0
Résolvons d’abord I'équation 15x% +22x —5=0

& A=222—4x15(—5)="784 =282
D’out
_—22-28 50 5

1= =——

30 30 3
et

—22+28 6 1
Xp=———=—=—
30 30 5

Ainsil'inéquation devient

o2

_ 1 5
Etudions le signe de (x — g) (x + 5) dans le tableau sui-

vant

Donc 'ensemble solution de I'inéquation est :

Foorsle
S=[-00,—=|U|=,+00
3 5)

1.2. On considere dans R
(E):(x—1)(x2—3)=39

1.2.1. Ecrivons 39 sous la forme d’un produit de fac-
teurs premiers

Ona:39=3x13

1.2.2. Trouvons une solution de (E) dans N
On(x—1)(x?—3)=39etxeN

= x—1=30ux—1=13

= x=4oux=14

I'équation

Pour x =4ona
(x—1)(x*—3)=3x(16-3)=39

D’ol1 4 est une solution entiére de (E)

1.2.3. Montrons que cette solution entiére est 'unique
qu'admet (E)

Nous allons résoudre (E) et voir s'il existe une autre so-
lution de (E).

Ona(E):(x—1)(x2—3)=39 & x3—x2—3x—36=0
Or 4 est solution de (E) donc il existe a,b € R tel que
x%—x2—3x—36=(x—4)(x*>+ax+b)

< x3—x?2—3x—36=x3+(a—4)x*+(b—4a)x—4b
Par identification on a

a—4=-1

a=3
b—4a=-3 &

b=9
—4b =-36

D'ott (E) :(x —4)(x?+3x +9)=0

S x=40ux’+3x+9=0

Résolvons x% +3x+9=0

OnaA=9-4x9=-27<0

Donc I'équation x2+3x+9 = 0 n'admet aucune solution
réelle et par conséquent 4 est I'unique solution de (E).
1.3. Calculons A

a=(1 (i D)o 14 e )

5 6 7 8 999 1000
S X o X=X XX —— X ——
4 5 6 7 998 999

En simplifiant on obtient
1 1000 1000
A=—-x —=——=250
4 1 4
Donc A=250

Solution 2. (p. 2)

2.1. Soit 6 un nombre réel. ,
2.1.1. Développons (0052 6 —sin? 9)

2
(c:os2 0 —sin® 0) =cos* @ +sin* 0 —2cos? O sin® @

1
2.1.2. Déduisons que cos* 0 +sin* § = > (1+cos?20).

On sait que cos26 = cos? § —sin? 0
etsin26 =2cos @ sinf
D’apres la question précédente :

2
(cos2 0 —sin® 9) =cos* 0 +sin* 0 —2cos? O sin® @
1
< (c0s20)% = cos* 0 +sin* 9 — 3 (2cos 0 sin0)?

I
& cos?20 = cos* O+ sin* 6 — E (sin20)?

1
cos* 0 +sin* 0 = cos?20 + B sin®26
1
e o 2
=Cos 20+2(1 cos 20)

= % (2c0s229 + 1—cos229)



1.2. Solution des sujets d’examen
=—(1+cos“260
) ( cos )

2.1.3. Résolvons dans ]—r, 7] I'équation

5
cos* @ +sin* @ = 3

On sait cos* 6 +sin? @ = — (1+cos?20)

N =

Donc

cos* 0 +sin? 0 =

| v ey

1
@—(lJrcosZZB):
2
2 5
< 1+cos 20=1
5 1
& cos 20 =—

& cos26 =

S N\»—'%

ou cos20 =——

©20= 7 +2kn
ouz26 :,§ +2km
ou26 = 2?71 +2km

2
ou20=—?ﬂ +2km(keZ)

@B:E-k—kn
6
ou@:—ﬁ+kn
6
ou0:E+k7T
8

ou9:—§+k7r,(k€Z)

Nous allons a présent chercher les solutions de (E) dans
-, 7

[ | Pour9=%+kn
0 e€l—mn,nl
o —m<6<T

T
4:)—71<g+k7r<7r

1
4:»—1<8+k<1
5.
5’
S k=—louk=0

7
4:»—6<k< (kez)

5
D'ofl@:ﬁ—fr:—-ﬁoul9:E
6 6 6

T
[ | Pour9=—g+k7r
—n<f<nm

T
4:»—7-:<—g+kn<rr

1
4:»—1<—8+k<1

7
& —=<k<=
6
T
(k € 2) & k:00uk:1d'0u0:—gou
T 57
O=——+m=—
6 6
T R R 21
m Pour 6 = §+k7r De méme on obtient 8 = — 3 ou
0="=
3
2r

T s
B Pour @ =—— + km onobtientd =—— ou 6 =
D’ol1 'ensemble solution dans |-, 7t[ est

S= 50 2 wm™ mwmw m 27T 57
1l 6" 3" 3 663 3"6

2.2. Soit (un) une suite géométrique de raison q.
2.2.1. Déterminons g et u
(u,,) étant une suite géométrique de raison g et de pre-
mier terme ug,onaVneN, u,.; =qu, etu, =q"uy
Or

Ug X Uy X Uy =27

Uy X Uy X Uy =216

o U0 x g q?uy=27
Uy x g2* x q*uy =216

- @ xu>=27 (a)
q® x up> =216 (b)

En divisant (b) par (a), membre a membre,
On obtient

3_%_8
T=%7 7
=q%-8=0
(E)(q—z)(q2+2q+4)=0
S qg—2=00uqg’>+2g+4=0
o g=2o0u(g+1*+3=0
Sqg=2
En remplacant dans (a) on obtient

8uy’ =27

3
@uo:é

3
Doncg=2et uO:E.
2.2.2. Déduisons u,, en fonction de n
(u,,) étant une suite géométrique de raison q = 2 et de
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. 3
premier terme uy = >’

3
VneN; u,= uoqnz(i)z" =3x2"1

Solution 3. (p. 2)

Probleme
3.1. PartieA
3.1.1. On considere les fonctions suivantes :
fi-22]-R
X — x?
et
g:0,4] - R
X—x%2—4x+5

(C) et (C’) les courbes représentatives respectives de f

et g dans un repere orthonormé (0, 7, f)
3.1.1.1. Construisons la courbe (C)

Yy
6
5 T
\ '
\ 1
\ '
41y ¥
\ i
\ 1
\} 1
3 \ cyt
N €y
\ U
. \ ’
() l A
2 \Y U
4
AY /
N 4
2 ~ |-
A P
j sai
= -3 -2 -1 [5) 701 2 3 1 x
_a 3

3.1.1.2. Vérifions que Y x €[0,4]; g(x)=f(x—2)+1
OnaVx€[0,4,0<x<4 & —2<x—2<2
Et

02 1= (o %) 2R

=x?—4x+4+1
=x?—4x+5
=g(x)

DotV x€[0,4]; g(x)=f(x—2)+1

3.1.1.3. D’apres 3.1.1.2. (C’) est I'image de (C) par la
translation de vecteur # (2, 1).

11 suffit donc de construire 'image de (C) par cette trans-
lation pour obtenir (C’).

3.1.1.4. Représentons (C’) (voir figure ci-dessus)

3.1.2. Ondésigne par r larotation de centre O etd’angle

%, et h 'homothétie de centre O et de rapport 2. Soient
I1(1,0)et J(0,1)

3.1.2.1. Construisons I’ =roh(I)et J'=roh(])

Nous allons poser I} = h(I) et J; = h(J)

Ce qui signifie que I’=r (L) et J' = r ()

h

Remarque :

m
s =r o h estla similitude directe de centre O, d’angle 5
et de rapport 2.

Donc son écriture complexe est z’ =2e's z =(v/3+i) z.
Nous pouvons en déduire que

z1/:(1/§+i)(1+0i):1/§+i
et z,/:(«/§+i)(0+i):—1+i«/§

Dou I’ (v/3;1) et J/ (—1;v/3)

3.1.2.2. Nature du triangle OI’J’

Comme O1I] estun triangle rectangle isocele en O, son
image OI J; par h est également un triangle rectangle
isocele en O. Aussi O’ J’ qui est'image de OI J; par r,
est un triangle rectangle isocele en O.

3.1.2.3. Démontrons que les droites (1) et (JJ')sont
perpendiculaires.

Ona I(1;0), J(0;1), I/(ﬁ;l) et ]’(—l;ﬁ)

= 1T(v3-1;1) et J7/(-1;¥/3-1)

= 11" ] =—(vV3—1)++v3—1=0Dou (II') et (J J')
sont perpendiculaires.

3.1.2.4. Montronsque II'=J]’

A la question précédente, nous avons obtenu que
I (V3—1;1) et 77 (~1;4/3—1)

Nous en déduisons que

Ir'=yj = (f3—1)2+12 =V5-2v3

3.2. Partie B
Soit E le plan vectoriel de base (7, 7) et f I'application de
E dans E définie par f(?) = 37—2fet f(]) =i+ 4f
3.2.1. La matrice M de f dans la base (?,f) est :
8 1
=5 1)
3.2.2. Déterminons le noyau de f
B Méthode 1 :
Nous allons d’abord déterminer I'expression analy-
tique de f

Soit it(x, y) et;’)(x/,y') =f(@)

A

{x’=3x+y
7 —X

y'=—2x+4y
Déterminons alors le noyau ker f

u(x,y)ekerf



1.2. Solution des sujets d’examen

o f(@)=0
3 =
o x+y=0
—2x+4y=0
o y=-3x 1)
—x+2y=0 2)
(1) dans (2) donne
—x+2(—3x)=0
& —7x=0
< x=0
Doy =—3x=0
Donc &1 =0
Ainsiker f = {6}
B Meéthode 2:
3

1
5 4‘—3x4+2x1—147é0

Puisque detM = ‘_
D'otuker f = {6}
3.2.3. Commeker f = {6}, f estbijective.
3.2.4. f étantbijective 3f =E
Donc une base de 5 f est (7, )
3.2.5. Donnons une expression analytique de f o f
B Meéthode 1:
Nous avons obtenu a la question 3.2.2. 'expression
x'=3x+y

analytique de f :{y/ —ox+dy
Soit 7 (x,y), uy (x1, 1) = f (&) et;’)(x’,y’):f(ﬁf)

Alors o = f o f(#)

Etona
x=3x+y
Nn=—2x+4y
et
X' =3x1+n
y'=—2x +4n
Donc

x'=3@Bx+y)+(2x+4y)
¥/ =—2Bx+y)+4(—2x+4y)

X'=7x+7y
y' =—l4x+14y

B Méthode2:
La matricede f o f est:

M2=(_32 }1)(—32 ‘11)2(—714 174)

D’ol1 I'expression analytique de f o f est
o s T 7 S o
y')T\—-14 14)\y

{x’:7x+7y

soit encore

y'=—1l4x+14y

3.3. PartieC

1"

Soit 'espace E muni du repere (O, ?, f,?) Soient
(P):2x+3y+6z=0et(P'):3x—6y +22+1=0
3.3.1. Démontrons que (P) L (P’)
D’apreés leurs équations cartésiennes, 7i(2,3,6) et
n’ (3,—6,2) sont respectivement des vecteurs normaux
a(P)et(P’)
Et7i-n' =2x3+3%x(—6)+6x2=0
—
Doncii Ln'
Et par conséquent (P) L (P’)
3.3.2. Equation paramétrique de (D), intersection de
(P)et(P)
B Meéthode 1
2x+3y+6z=0
(D): yroz
3x—6y+2z+1=0
Posons z=«a
2x+3y=—6a
3x—6y=—2a-1

Ona

1 2 2
Enrésolvant on obtient x =—2a— - ety =——a+ —
7 3 21

D’ouI'équation paramétrique :

1
x==2a— z
2 + 2
Za+ =
VT34
=a
W Méthode 2
Ug =13 AT est un vecteur directeur de (D)
Et
(13 6| |6 2|2 3
Yoll_e 2/'l2 3|3 -6
=(42,14,—21)
I ) )
Donc i = 5 ug = (6;2;—3) est aussi un vecteur direc-
teur de (D).

1 2
On vérifie aussi que le point I (75, i,()) € (P)m(p’)

Donc (D) est la droite passant par I et admettant
7 (6;2; —3) comme vecteur directeur.
DoncV M (x, y,z) €(D); da eR tel que

—_—
IM=ai
-4)
X—|—z |=6a
7
=3 2
——=2 eR
y=5y=2a (c€R)
g —30
1
X =—-+6a
27
&
=—+42a (a€eR
¥~ o ( )
z==3a

3.3.3. Ondonne le point A(—4;1;—-2)
3.3.3.1. Calculons la distance de Aa (P) eta (P’)
On sait que la distance d’'un point M, (xo;yo;zo) aun
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plan d’équation (P):ax+by+cz+d=0est

axg+by+czog+d
d(M,(P)):g
va2+b2+c2
Donc
|2(—4)+3(1)+6(-2)|
v4+9+36
_|-8+3-12

d(Ap)=

Et
N [BEH—6(1)+2(=2)+1]
)=z
_|F12—6—4+1]
R

=3

21
7
3.3.3.2. Déduisons la distance de A a (D)

Soit H, H' et K les projetés orthogonaux de A sur (P),

(P") et (D)

Alors AH K H’ est un rectangle et d’apres le théoreme de
Pythagore

Ona

AK?=AH? + AH"”

o (a(am)) =(a (A, (p)))2 +(a(a )

1.2.2 Solution - Probatoire 2013

Solution’4. (p. 2)

4.1. Déterminons ker f . =
U(x,y), f(@)=(2x—2y)i—(x+y)j
fiekerf < f(i)=0

-

= (2x—2y)i—(x+y)j=

2x—=2y=0
=
x+y=0

{ x—y=0 (1.1)
=
x+y=0 (11.2)
(1.1)4+(1.2) donne
2x=0< x=0(3) (1.3)

(1.3) dans (1.1) donne 0—y =0 y =0

Doui=0et kerf = {0} Qui correspond a la réponse a.
4.2 g(@)=(~x~y)i+(x=y)]

>g()=—T+jetg(f)=—1—7
—1

D’ol la matrice est Mg = ( 1

-1 . 5
_1). Qui correspond a

laréponse a.
Rappel : si g(?) =ai+bj et g(j) = ci+dj alors

a c
wel; i)
4.3. (P):x— 2y+z+2 Oet(P):x+y+z+2=0

Donc 7' (1,-2,1) et n (1 1,1) sont respectivement des
vecteurs normaux a (P) et (P )

Enplus 7-n' =1x1-2x1+1x1=0donc(P)L(P’)
Qui correspond a la réponse b.
4.4.

[3MA—MB| =||MA+MB||
o H3(1vfc +GA)—(MG+ G*B)H =
[MI+7A+MI+1B|
=3 ng\/fc;—zvfc +3G*A—G*BH =
[2M1+1A+1B||

s

Or 3GA—GB = 0 et TA+ 1B = 0 car
G =bar{(4,3),(B,~1)} et I =bar{(4,1),(B, 1)}
& 26| =|2a1]
o || =l

< M appartient a la matrice de [GI].
Qui correspond a la réponse c.

4.5. (C) (x—172+ (y + 1)2 = 4 est le cercle de centre
G(1,—1)etderayon r =2.

3% 1+4x(~1)+11]

d|\G,(D))=
(G.(P) V32+42

_[3—4+11]

- V2

[10]

= — =72 =94
Donc (C) et (D) sont tangents. Qui correspond a la ré-
ponse b.
Rappels :

i Si (D) est une droite d’équation ax + by + ¢ =0 et

Ay (xo, yo) un point du plan, alors la distance de Ay a (D)

’ax(ﬁ— by0+c|
a2+ b?

ii Si (C) est un cercle de centre O et de rayon r et (D)

une droite alors

m Sid (0, (D)) <, alors (D) et (C) se coupent en deux
points : on dit qu'ils sont sécants.

m Sid (O, (D)) =r,alors (D) et(C) se coupent en un seul
point : on dit qu'’ils sont tangents.

m Sid (0, (D)) > r, alors (D) et (C) ne se touchent pas :
ils sont disjoints.

est donné par d (AO, (D)) =



13

1.2. Solution des sujets d’examen

Solution 5. (p. 3) ( 2x3+5x% +x-2)+(2x2+3x—2)=x+1
—2x3—3x%+2x
5.1. Montrons que Yx €R, 2x2+3x—2
1 —2x2—3x+2
cos x sin x cos2x cos4x cos8x = T sin16x —0
On sait que D'ot1 p(x)=(x +1)(2x? +3x—2)
sin2x = 2sin x cos x B Meéthode 2 : Par identification
1 Déterminons les réels a, b et c tels que
:>sinxcosx:§sin2x p(x)=(x+1)(ax?>+bx+c)
Dot 3 2 3 2
1 &2x°+5x“+x—2=ax’+(a+b)x"+
cos x sin x cos2x cos4x cos8x = 3 sin2x cos2x cos4x cos8x (b+c)x+c
De méme a=2
1 _
sin2xcos2x = —sin4x P a+b=5
2 b+c=1
1 1 1
= 3 sin2x cos2x cos4x cos8x = 3 X 3 sin4x cos4x cos8x c=-2
et a=2
. 1. b=5—a=3
sin4x cos4x = -sin8x =
4 =1-b=1-3=-2
1 1, 1 1 1, -
= — X —sin4x cos4x cos8x = - x — x =sin8x cos8x c=
2 2 2 2 2
1 Ainsi p(x)=(x +1)(2x2 +3x—2)
Puis sin8x cos8x = 3 sin 16x 5.3.2. Résolvons dans R I'équation
Dol 2sin®2x +5sin®2x +sin2x —2=0.
1 1 1 1 Posons X =sin2x
€0S x sin x cos2x cos4x cos8x = 3 X 3 X 3 X 3 sin16x Alors 2X3+5X2+X—2=0
1 (X + 1)(2X2 +3X —2) =0, d’apres la question précé-
T sin16x dente
. & X+1=00u2X?+3X—-2=0
5.2. Déduisons que S X=—10ou2X?2+43X—-2=0
To.om b b n_ 1 Résolvons 2X2 43X —2=0
COS&SIH&COSECOS§COSZ— E A:9—4X2X(—2):9+16:25:52
- e 375 e 381
En remplacant x par = dans le résultat de la question SeS e ous= 41 )
précédente, DouX=—louX=—20uX= 2
On obtient : O P =%
T st Vs bd pd TN T . . . 1
cos - sin - €0S2 x 3 cos4 x = c0s8- 3= 16 16 x 32 & sin2x =—lousin2x =—2ousin2x = 2
= » = 4 e - Or sin2x =—2 est impossible car Yo e R;—1 <sina < 1
N e el P - 1
= cos = sin =, cos N cos e cos e cos = = PR e iR = s
T T T
car sin 3 =1. < sin2x =sin (_E) ousin2x =sin 5
5.3. p(x)=2x3+5x%+x—2 _ E = T
5.3%, CAlOND Nl = Zor = —3 +2km ou 2x = m— 5 + 2km ou
T T
p(=1)=2(=12 +5(-12+(-1)-2 2% = E - 2RO Sl 3 +2kn(keZ)
= M e T 3 o
=—2+5-1-2 &S x=—=+knoux=—+knoux=—+kmou
—0 4 4 12
N 51
x=—+km;(keZ)
Donc x + 1 est un facteur de p(x) . 12 f S
N 3g, polynome du second degré, tel que Ainsi I'ensemble solution de I'équation est

p(x)=(x+1)q(x)

g étant du second degré, est sous la forme
g(x)=ax*+bx+c

Déterminons g(x).

W Méthode 1 : Division euclidienne

3 5
S= —§+kn;—ﬁ+k7r;£+k7t;—n+k7r:(kez)
4 4 12 12
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Solution 6. (p. 3)

Probleme

6.1. PartieA

6.1.1. Limites de f aux bornes de son domaine de défi-
nition.

f(x) existe si et seulementsi2(x —1)#0 < x #1

Donc Dy =]-00, 1[U]1,+00]

xg{rnoof(x) - xggloo 2(x—1)

Il
g

x—+00 x—+00 z(x — 1)
T x—+o0 2X
= lim —
x—+00 2
=400
2
X
lim f(x)= lim
x—1- x—1- 2(x—1)
1
T 2x0-
=—00
2
X
lim f(x)= lim ———
x~»1+f( ) x—1+ 2(x—1)
ot
T 2x0t
=+00

6.1.2. Dérivéede f.
[ est dérivable sur son domaine de définition car f est
une fonction rationnelle

VxeR
F)= (xz)/ (2(x—1))—x?(2(x= 1))/
(2x=1))

2x x2(x—1)—2x2

BTy
4x°%—4x—2x?

T a2

L 2xh—dx

T 4(x—1)2
2x(x—2)

T a(x—1p2

_ x(Aea

T 2(x—1)2

m Signe de f/(x)

X —oo 0 1 2 +00
x - + + +
x—=2 - — — +
2(x—1y + + + +
f'(x) + - - +

Ainsi f est croissante sur |—00,0[ et sur ]2,4+00[
Et f est décroissante sur ]0, 1[ et sur ]1,2[.
W Tableau de variations
On déduit de ce qui précede le tableau de variations
suivant

X —00 0 1 2 +00
f'(x) + - - +
| IS +°°\ o e
—00 —00 2

6.1.3. Montrons que (C) admet une asymptote verticale
et une asymptote oblique.
W Puisque lin]n f(x)=—0ccet linll+ f(x)=400
x—1- X—
Alors (C) admet la droite d’équation x = 1 comme
asymptote vertical
|

x2

f(x)—m
_x*—1+1
To2(x—1)
_x*-1 1
_Z(x—1)+2(x—1)
(x—=1)(x+1) 1
2(x—1) 2(x—1)
_x+1 1

Doncf(x)—(%)H—%): !

& lim f(x)—(lx+l)= lim

X—+00

=0

1 1
D’ou la droite d’équation y = 7% + 5 est une asymptote
oblique en —co et en +00.
6.1.4. Tracons (C) et ses asymptotes
Quelques valeurs particulieres
C 1L 3 4 5

f(x) 2,25 2,25 2,67 3,125
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@
—

6.1.5. Montrons que K (1,1) est le centre de symétrie de
(9]
1l suffit de montrer que V x, tel que 1+ x et 1—x € Dy,
onaf(l+x)+f(l—x)=2x1
Ona

(14 x)? (1—x)?
20+x—1) 21—-x—1)
1+2x+x? N 1—2x+ x?

FA+x)+f1-x)=

2x —2x

_ 1+42x+x? +—1+2x—x2
2x 2x

1+2x+x2—1+2x—x?

- 2x

74x

T 2x

_4x

T 2x

=2

D’ol1 K (1,1) est le centre de symétrie de (C)
6.1.6. Discutons graphiquement lexistence et le
nombre de solutions de 'équation x? +2mx —2m =0

X2 +2mx—2m=0

o —2m(x=1)=x?

xZ

S 2m=——
x—1

< —m= x2
T 2(x—1)

S if(x)=—m

11 suffit donc de discuter I'existence et le nombre de

points d’intersection de (C) et la droite d’équation

y=—m

En procédant graphiquement nous obtenons la solution

suivante :

B Sim e]-00,—-2[U]0,+09], alors I'équation admet 2
solutions distinctes.

m Si m e {—2;0}, 'équation admet une seule solution.

B Sime]2,0[,'équation n'admet aucune solution.

6.2. PartieB

15

4 _
Up=4; Uyt =
2 n+l1 2(un_1)
6.2.1. Calculons us, uy et us
u22
Uz3=———
*7 2(up—1)
4 16 16 8
T214-1 2x3 6 3
u, Ys
* 2(uz—1)
2
(ﬁ) 64
__\3 9 _3
B 5715
8
)
3
142
Us= ———
*" 2(uy—1)
2
-
15 152 512

= =T 17 T 255
32V 2x 2 255

6.2.2. Placons uy, us, uy et us sur le graphique de la
fonction.

-2 1 2uy uz 3 4 5 X

—=
6.2.3. Par conjecture, d’apres la représentation précé-
dente, (u,,) est décroissante

1.2.3 - Solution - Probatoire 2014

Solution 7. (p:'3)

2
)
a7 1.1 Calculons(%)

COR=
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(V3 —2x V3x1+12
1
_3-2v3+1

4
_4-243

4
2—+3
~ T2
7.1.2. Résolvons dans R? le systéme
_V3+1
)
ab = ﬁ
4

On sait que, si S et P sont deux réels telsque a+ b =S
etab = P, alors a et b sont des solutions de 1'équation
x>—Sx+P=0.
Donc pour notre cas a et b sont solution de
, V3+1 V3
- X+—=0
2 4
Résolvons (7.1.2.) en utilisant le discriminant

({3

+b

44243
= -3
2+4/3
= -3
2
_2—v3
)
_(v3=1Y
2
V3+1 +/3-1
” 1
Do 2 _ _
2 2
«/§+1+J§—1
0U % e A =§
2 2

1 3 1 3
D’ou:soita=—etb=£,soitb=-eta=§

Lensemble solution du systeme est donc

~(69)(2)

T T
7.1.3. Déduisons dans ]O'E[ x ]0,5[, les solutions

(x, y) du systeme
2sinx +2siny =+/3+1

sinx xsiny = N

2sinx+2siny =+v/3+1

. . V3
smxxsmy:T

2(sinx+siny):ﬁ+1

= 3
sinx xsiny = —
. . V3+1
sinx+siny = )
=3 ' ' J3
sinx xsiny = -~

Posons a =sinx et b =siny

V3+1
a+b=
Alors le systeme devient /3 2
b=
systéme de la question précédente.
1
P P
= ou 2
3 1
p=V3 po !
2 2
1
sinx = — sinx = ﬁ
= %@ ou; 12
siny =— siny = —
Y= =3
b b
x=c x=g
= o ou o
Y73 =%

7.2. 7.2.1. Déterminons le noyau ker f de f
B Meéthode 1:

Soit ﬁ( ch ) € (E)

/
- X
et u’( M

)=f(ﬁ)

{ x+4/3y =0
=

(1.1).& x=—+3y
En remplacant dans (1.2) on obtient

ﬁ(—@y)+y:0
< —3y+y=0
& —2y=0

qui est le

(1.1)
(1.2)
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< y=0

Dol x=—+/3y =

Ainsi 77 =0

D’otuker f = {6}
B Méthode 2:

73

3

2 2

V3x0=0

1 3
Comme detM =| 2 %

1
I =_Z+p,
57

Alors f est un isomorphisme. D’otu ker f = {5}

Déterminons 'image 3 f

Comme ker f = {6}, alors3f=E

7.2.2. Justifions que M’ est la matrice inverse de M.

11 suffit de montrer que MM’ =
M’ =2M 2]
1 V3
W31
(-1 3
W3
D’ol
1 43
MM = 2 2
31
2 2
1 3
_7_)'_7
_ 272
V3 V3
_7+7
2 2
(1 0
—lo 1
Et
o_[[=1 B
MM _(ﬁ _1)
I==3
_7+7
== 22
V3 V3
v 2

Il
G
S =
= @
S

MM’'=M’'M = I dout M’ est la matrice inverse de M.

=M'M=1

|
~
o N

|
PR

N w N‘&!

L3
N—

N | =
S

a N‘&NM—‘
a NM—‘N‘&

|
|
|

N

N =
\S)

Solution 8. (p. 4)

8.1. Nuage des points

7

Of ~um

-1

8.2. 8.2.1. Covariance de la série
Les moyennes X et Y des séries X et Y sont:

Y= 1+2+3+4+5+6+7 _
= - =
— 1,54+2+3,5+1+6+8+10
Y= = ~ 4,571

cov(X, Y)=

ZXY -XY

1
= ?[lx 1,5+2x2+3x%x3,5+

4><1+5><6+6><8+7><10]—

4x4,571
=5,716~5,72

8.2.2. Ondonne Y =4,571, V(x)=4et V(Y)=10,46
8.2.2.1. Cal():ulons le coefficient de corrélation r

_oXY)
a(x)-0(Y)

r=

Or o(XY) cov(X,Y), o(x) = V(x) et
o(Y)=vV(Y)
D’ol
R,
= om0

8.2.2.2. Justifions qu'une droite de régression de Y en
Xest:y=1,43x—1,15

On sait qu'une droite de régression de Y en X est donnée
cov(X,Y) i

S %)

V(x)
2 »

& y=1,43x /4,15

par larelation y —y =

S y—4,57=

8.2.3. Estimation du nombre de personnes qui visite-
ront ce site en I'année de rang 31

Lorsque x =31; y =1,43x31—1,15=43,18

En I'année de rang 31, environ 43 180 personnes visite-
ront ce site.

8.3. 8.3.1. Le nombre N, de facon de parcourir les 5
escales

Il suffit d’arranger les 5 escales (puisque chaque escale
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est obligatoire et on ne peut passer par chacune qu'une
seule fois).

Donc N, = A3 =5!=120

11 y’a donc 120 facons distinctes de parcourir les 5 es-
cales.

8.3.2. Nombre N, de facon de parcourir les 5 escales si
on commence toujours par l'escale A.

Si on commence toujours par 'escale A, il ne reste qu'a
parcourir les 4 autres escales. De méme qu’a la question
précédente

Ny=Aj=41=24

Solution 9. (p. 4)

Probleme
9.1. PartieA
9.1.1. Déterminons la mesure principale 6 del’angle de
r.
Comme r(A)=Detr(M)=N
g — T
= 0 =Mes(AM,DN) ==
9.1.2. 9.1.2.1. Montrons que
OM?=18—6AM + AM? = ON?

OM? = OM* =(0A+ Al )
=0A*+ AM? +20A-AM

:OA2+AM2+20A~AMcos(dA,A7v1)
) ) 3n
=0A%+AM? +20A-AM cos| ——

V2
=0A% + AM? -2 x 70A><AM

o]
>
Il

VvV 2AB?

D’out
2 v 2
OM?=(3v2) +AM?—V2x(3V2)AM
=18—6AM + AM?
De méme en calculant ON en prenant
N
ONZ:(65+DN) on obtient
ON?=18—6DN +DN?

OrAM =DN
D'ott OM? =18—6AM + AM? = ON?
9.1.2.2. Déduisons que O est le centre de

T
Comme r est la rotation d’angle 6 = —3 et qui trans-
forme M en N, il suffit de montrer que OM = ON et
e —— T
Mes(OM, ON)=—E
Or a la question précédente, nous avons établi que
OM? = ON? (donc OM = ON). 1l ne reste plus qu'a
e — T
vérifier que Mes (OM, ON ):—f
OnaAO=0D,AM=DN etOM =0ON

Donc les triangles AOM et D ON sont superposables
D’olu

Mes(ﬁ, OM) :Mes(ﬁ,m) (L1
Or
[ —— [ — e ——
Mes(OM, ON) = Mes(OM, OD) +Mes(OD, ON)
(1.2)
Aussi

ar—— L, nnre— T
Mes(OA, OM)+Mes(OM, OD) =Mes(OA, OD) Z_E

[ — T r—
@Mes(OM,OD):—E—Mes(OA,OM) (1.3)
(1.1) et (1.3) dans (1.2) donne
[ — T [r— [r—
Mes(OM, ON) =—E—Mes(OA, OM)+Mes(OA, OM)
[ — T
D’out Mes(OM, ON) = —3
Donc O estle centre de r.
9.1.3. 9.1.3.1. Déterminons k en fonction de x
—_ —_— —_ —
AM =kDM = k(DA+AM)
—_— —_— — —_—
=AM —kAM =kDA=—kAD
—_— —
= (1—k)AM =—kAD
= (1—k)AM =—kAD
= (1—k)x=—6k

= x—kx=—6k
= (x—6)k=x

_ =
" x—6
Déduisons queM=bar{(A, 6—x), (D, x)}
B 1 — —_—
OnaAM =kDM < AM—kDM =0

Or
>
27 =(5)
X = .
SAM———DM=0
X 6
— e S
& (x—6)AM —xDM =0
— —_—
< (6—x)AM +xDM =0
D’ou

M:bar{(A, 6—x),(D, x)}
9.1.3.2. Vérifions que
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(7—x)ﬁ+G_B)+xG_D):G_A+G_B)+(6—x)ﬁ+ xGD
(7—x)GA+GB+xGD =[1+(6—x)|GA+
GB+xGD
=GA+(6—x)GA+
GB+xGD
=GA+GB+
(6—x)GA+xGD

Déduisons que G est le barycentre de M et I affectés des
coefficients a déterminer
Comme G = bar{(A,?—x),(B, 1),(D, x)},

>

—_— —— —
Alors (7—x)GA+GB+xGD =0

—_— —— — —_—
< GA+GB+(6—x)GA+xGD =0 (1.4)

(1.5)

— — —_— —
(6—x)GA+xGD =(6—x)(GM+MA)+
x(GM+MD)
=6—x)GM+xGM+
(6—x)MA+xMD
=6—x+x)GM
—_— _
car(6—x)MA+xMD =0
—
=6GM (1.6)
(1.5) et (1.6) dans (1.4) donne
—_— —_—
2GI+6GM =0
— —_—
& GI+3GM =0

G =bar{(1,1),(M,3)}

5 — 3—
9.1.3.3. Justifions que G'J = ZN]'

Comme une rotation conserve
le = barycentre  alors ] = r(I) et

G'=bar{(r(l),1),(r(M),3)} =bar{(J,1), (N,3)}

—_ —_—
=G'J+3G'N=0
—_— —_ — o
= G’'J+3G'J+3JN =0
SNy W
=4G'J=3NJ
—_—
3G/]=?~1N_f

9.1.4. 9.1.4.1. Expression des aires de IAM et MDN

en fonction x
Al xAM 3xx 3 AB 6
A(IAM)= ——— = =—-xcarAl=—=-=3

2
DM x DN (AD—AM)x AM
AMDN) = 5 = ) car

19

DN =AM

6—x)xx
2

_ x(6—x)

==

= A(MDN)=

:f%x2+3x
9.1.4.2. Montrons que A; =27—3x
A1 =A(BCNI)

(BI+CN)xBC

2
_(3+6—x)x6
- 2
=3(9—x)=27—3x

1 3
9.1.4.3. Déduisons en que A= 2 x%— S+ 9

A=A(IMN)
=A(ABCD)—A(IAM)—A(MDN)—A(BCNI)

3 1,
=6x6——-x—|—=x“+3x |—(27—3x)
2 2

1, 3
=-x"—-x+9
2 2

9.2. PartieB
flx)= 1xz— §x+9 sur [0, 6]
2 2
9.2.1. Limites de f aux bornes de son ensemble de dé-
finition Dy =[0, 6]
lim, o f(x)=f(0)=9
. 1 3x6
lim,_¢ f(x)=f(6)= 3 ><36—T +9=18—-9+9=18
9.2.2. 9.2.2.1. Etude des variations de f

3
f est dérivable sur Dy et Vx € Dy; f/(x)=x — 3

3
f(x)=>0 < ng

3 3
Donc f estdécroissante sur [0, E] et croissante sur [ 7 6]

Tableau de variations de f

3
F 0 2 6
f(x) - +
) 9 18
\ﬁ/
8

3
9.2.2.2. Déduisons en que Yx €[0,6], f(x)>f 5)
. 3 3
B [ est décroissante sur O'E .DoncV x € |0, ik
& 3
comme x < 7 f(x)zf(é)

3 3
B [ estcroissante sur > 6]. DoncV x e [5,6], comme

6= g,f(x)zf(g)
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Ainsi Yx €]0,6], f(x)Zf(%)

9.2.2.3. Valeur de x pour laquelle l'aire du triangle
IMN est minimale

A(IMN)= f(x)

Donc l'aire de /M N est minimal lorsque f(x) I'est aussi
Or d’apres la question précédente, V x € [0,6],

f(x)zf@

3
Donc f(x) est minimale pour x = 3

9.2.3. Représentation de f
Tableau de valeurs particulieres

-1
9.2.4. 9.2.4.1. Continué et dérivabilité de g en 0
lim g(x) = lim £ (x)
x—0 x—0
1 3
=1lim —|x|*— = |x|+9
x—0 2 2

=9=£(0)=g(0)

D’ou1 g est continue en 0.

i 3]
~|xPP—=|x]+9-9
2 2

g§(x)—g(0) _
x—0 5%
~x2— x|
ol 2
i
1 3 x|
o
2 2 x
It 3
-x+ = six<0
:{2 2
1 3
-Xx—= Ssix>0
2 2
D’olu
—g(0 I 3
lim §x)=8(0) _ lim —x+-=-
x—0-  x—0 x—0- 2 D!
—g(0 1 3
lim ()~ )= lim —%=—%==
x—0+ x—0 x—0+ 2 2! 2

Comme ces deux limites sont différentes, g n'est pas dé-

rivable en 0

9.2.4.2. Justifions que f est paire

Le domaine de définition de g est D, =[—6,6]

Donc Yx € Dg, —x € Dy

Etg(—x)=f(—x]) = f (1x)) = g(x)

D’ou g est paire

9.2.4.3. Déduisons la courbe de g (voir le graphique ci-

dessus)

N.B: pour construire la courbe de g

B On conserve la partie de la courbe de f pourles x >0

B On fait la symétrie de cette partie par rapport a l'axe
des ordonnées pour obtenir la partie pourles x <0

1.2.4 Solution - Probatoire 2015

Solution 10. (p. 5)

10.1. Résolvons dans R I'équation 4x>—2x—1=0.
Nous allons d’abord calculer le discriminent :

A=(—2P—4x4x(—1)
=4416=20=>5x2?
= (2v3)

2-2V5 _1-v5 _2+2/5 1445

x4 ) 2x4 4
Lensemble solution de I’équation est donc :

g 1=v5 1445
Tl o4 4

Dol x =

2m
10.2. Exprimons sin 5 en fonctionde x et y

On sait que sin2a =2sina cosa
Donc

. 21 . T T
sin — =2sin—cos — =2xy
5 5 5

. 271 2 2
10.3. 10.3.1. Justifions que cos 5 =1-2yc=2x"—1.

On sait que cos2a = 1—2sin’ ¢ =2cos? a—1
Donc
2m LAY
C0S — =1—2 sin —
5 5
)2
:2(cosf) —
5
=12y 05> 1

g # 37
10.3.2. Déduisons quesin - gl (4x2-1)

L, oY (2 @
sin — =sin| — + —
5 5 5

Or on sait que sin(a + b)=sina cos b +cosasin b
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. 3r . 2r i 2n . m
sin — =sin — cos — +cos — sin —
5 5 5 5 5
:2xy><x+(2x2—l)y
:y(2x2+2x2—1)
:y(4x2—1)

. . 2m . 3m
10.4. 10.4.1. Justifions que sin = =sin —

5
.2 . 3n
sin — =sin| 71— —
5 5

. 3m
=sin —
5

carsin(m—a)=sina; Va
10.4.2. Déduisons que 4x2—2x—1=0

N . 3m 2
D’apres 10.3.2. sin 3 - y (4x - 1)

, R . 2r . 3r
Ordapres10.4.1.sm?:sm?:2xy
D’out

2xy:y(4x2—1)
:>y(4x2—1)—2xy:0
:>y(4x2—2x—1):0
:y:00u4x2—2x—1:0
T
Ory=sing7é0

Dou4x?2—2x—1=0
V5+1

T
10.4.3. Déduisons que cos— =

7 V10—2v5

sin — =
5 4

et

b
D’apres la question précédente, x = cos = est solution

de I'équation 4x2—2x —1 = 0 que nous avons résolue

1-+/5

a la question 10.1. et dont les solutions sont
1++/5
4
T m L T
Orrte]O,—[ donc cos — >0etsin — >0
2 5 5
1++/5

4
e N,
m Déduisons : sin —

2 e 7'[_
Doucosg—

7 s
On sait que cos? iy sin? - 1

2
NV (1+«/§)
= sin’ g:l—

4

1_1+5+2«/§
16

_10—2+/5

B

oom 10—2v5 . m V/10—2v5
=>Ssln — = OU SIN — S e ————

5 4 5 4

et

21

T
Orsin — >0
5

v/10—245

LT
D’olisin — =
5 4

Solution 11. (p. 5)

11.1. Justifions que x et y vérifient le systéme

43x +75y =3700
Xx+y=60

B On sait que l'effectif total est 10+ x + y +30

Or étant donné que I'enquéte porte sur 100 personnes

P'effectif total est égal a 100.
D’ol
10+ x+y +30=100
= x+y=60

B Lamoyenne

M= 2 xin
N

_ 10x 1500+ x x 4300+ y x 7500+ 30 x 10500

100
=150+43x +75y +3150

=43x+75y +3300
Or, par hypotheése, M = 7000
D’olt

43x+75y =3700

x+y =60
11.2. Déduisons les valeurs de x et y
Il suffit de résoudre le systeme

43x+75y =3700
x+y=60

x et y vérifient doncle systeme {

B Meéthode 1 : par substitution
(1.2)= y=60—x
En remplagant dans (1.1) on obtient :
43x +75(60—x)=3700
= —32x +4500=23700
= 32x =800
=>x=25
D’ol1 y =60—25=35
B Meéthode 2 : par combinaison
(1.1)—43x (1.2) donne

43x—43x+75y —43y =3700—60 x 43
=32y =1120
=y =85
(1.1) =75 x (1.2) donne
43x —75x+75y —75y =3700—75 x 60
= —32x =—800
=>x=25

43x +75y =3700

(1.1)
(1.2)
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B Meéthode 3: calcul du déterminant

A= 4375 =43-75=-32
1 1
Ay = ‘3230 715‘ =-800
43 3700
A, _‘ L 6o '_—1120
. A, —800 Ay —1120
Doix=—=——=25ety=—>= =35
A —32

11.3. 11.3.1. Nombre N de fagons qu’'on peut choisir

le groupe a primer.

Le choix des 5 personnes a primer (parmi les 30 pos-

sibles) peut étre assimilé a un tirage simultané de 5 per-

sonnes parmi 30.

Le nombre de possibilité est donc N = C350 =142506

11.3.2. Nombre N, de fagons d’attribuer les prix.

On a5 personnes a qui on veut attribuer 7 prix identiques

de maniere a ce que chaque personne ait au moins un

prix:

On peut donc avoir

B Soit 3 personnes ayant 1 prix et 2 autres ayant 2 prix
chacun : il suffit dans ce cas de choisir 3 personnes
sur 5 et 2 personnes sur les 2 restantes.

B Soit 4 personnes ayant 1 prix et 'autre ayant 3 prix (il
suffit de choisir 4 personnes parmi 5 et 1 parmi les 1
restante).

Donc N, =C3x CZ+CixCl=15

Solution 12. (p. 5)

Probleme

12.1. PartieA

12.1.1. Justifions que les droites (SA) et (B C) sont ortho-
gonales.

Par hypothese la droite (SA) est orthogonale au plan
(ABC).

Orla droite (B C) est une droite de (AB C) donc les droites
(SA) et (BC) sont orthogonales.

12.1.2. 12.1.2.1. Montrons que (I M) est paralléle au
plan (SAC).

11 suffit de montrer que (I M)//(SA).

Nous allons procéder par I'absurde.

Supposons que les droites (/M) et (SA) ne sont pas pa-
ralleles.

Alors étant donné que ces droites sont dans le méme
plan (SAB), elles se touchent en un point N.

Or (SA)L(AB)et(MI)L(AB).

= (NA) L (AB) et (NM) L (AB) car (NA) = (SA) et
(NM)=(MI), puisque N €(SA)et N €(MI).

Donc N, A et M sont tous des points de la méme droite
(la droite du plan SAB, passant par N et perpendiculaire
a(AB)).

=>Ne(MA)

Orle seul point de (I M) qui appartient a (AB) est le point
M et le seul point de (SA) qui appartient a (AB) est le
pointA.

=> N=MetN=A

= M = A absurde car par hypothése on a dit que M # A
D’ol1 (IM)//(SA) et par conséquent (IM)//(SAC)

W Déduisons que (IM)//(K])
Ona(IM)//(SAB)et(IM)cC(P)
= (IM)//(SAB) et (IM)//(P)
= (IM)//(SAB)N(P)
Or (SAB)N(P)=(K])
=IM)//(K])
12.1.2.2. Montrons que (M J)//(BC)
(P)L(AB) = (MJ)L(BC)
Car deux droites du méme plan qui sont perpendicu-
laires a une méme droite sont paralléles.
B Déduisons que (M J)//(IK)
M) /I (BC) = (MJ) /I (SBC) Or
(MJ)c(P)= (M])//(P)
D'ou(MJ)//(SBC)N(P); Or (SBC)N(P)=(IK)
= (MJ])//(IK)
12.1.2.3. Justifions que I K JM est un rectangle.
Nous avons obtenu aux questions 12.1.2.1. et 12.1.2.2.
précédentes que (IM)//(K J) et que (M J)//(IK). Nous
pouvons déja dire que I K JM est un parallélogramme.
En plus (IM)//(SA) et (SA) L(ABC).
= (IM)L1(ABC).
= (IM)L(MJ)car(MJ)c(ABC).
D’out IKJM est un parallélogramme ayant un angle
droit c’est donc unrectangle. I K J M estun rectangle son
aire S(x)=MJ xIM
Comme (M J)//(BC), d’apres la propriété de Thales.
AM M] AM xx4 4

Ona—=— & MJ]=—xBC= ==X
A 3 3

Aussi comme (I M)//(SA), on a de méme

BM _IM o M= SAxBM _SA(BA—AM) 4(3—x)
BA ~ SA - BA BA )
D’ou
4 43—
S(x)==-xx Sintd)
3 3
_16x(3—x)
B 9
:—(fx2+3x)
12.2. PartieB

flx)= —x?+3x sur[0,3]
12.2.1. FEtudions les variations de f.
Le domaine de définition de f est Dy =[0,3].
EtVxe Dfr
P K]
fx)=—2x+3=-2 x=3

Donc

3 3
D’out f est croissante sur [0, 5] etdécroissante sur [ 3 3].
12.2.2. Tableau de variations de f.
3 9
f(0)=0, f(3)=0,f(5)= 1 =2,25

On a donc
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3
X 0 2 3
f(x) + -
9
f(x) 4
0 / \ 0
12.2.3. 12.2.3.1. Vérifions que S(x —f

Nous avons
16 16

()= (—x2+3x)= 5@

12.2.3.2. Déduisons la valeur de x pour laquelle I'aire

de S(x) est maximale

obtenu a la partle A que

Pulsque S(x)=— f

)et f(x)ont le méme sens de variations.
S(x) est maximal lorsque f(x)1'est aussi.

D’apres le tableau de variations de f, f(x) est maximal

3
our x = — et son maximum est =)= —.
p 2 f(2) 1

D’ou S(x) est maximal pour x = — et son maximum est

3 16 9
S| = f = =4m?
2 9 4
12.2.3.3. A1re de IKJM lorsque x =2.

16, , 32,
S(2)—§(—2 +3><2)—§m

32
Lorsque x =2, 'aire de I K J M vaut ?mz.

12.2.4. Tracons (Cf)
Tableau de valeurs particulieres

X 0,5 1 2 255
f(x) 1,25 2 2 "5

On a donc la courbe suivante :
9)

1 (Gyr)

Y

—
12.2.5. Déterminons une équation de la tangente au
point d’abscisse x = —

On sait que, si f est une fonction dérivable en un point
d’abscisse xj, une équation de la tangente a sa courbe
au point d’abscisse x, est: y— f (%) = £/ (x0) (x — x0)

s -y

1 5 1 1
=2 [~ |=—2x - +3=2
Orf(z) 4etf(2) ><2+3

23

12.2.6. Montrons que (u ,,) est une suite arithmétique.
11 suffit de montrer qu’il existe r € R tel que Vn € N;
Upt1—Up=T.

Upi1—Up=|2(n+1)+ -

1]
—l2n+-
4

1 1
=2n+2+-—2n+-
4 4
=2
VneN; u,gq—u, =2
D’ol1 (u,,) est une suite arithmétique de premier terme

1
u0:2><0+Z:Z et de raison 2.

1.2.5 Solution - Probatoire 2016

Solution 13. (p. 6)

Déterminons le nombre de couples (a, b) pour lesquels
13.1. Les points pondérés (4, a) et (B, b) admettent un
barycentre (A, a) et (B, b) admettent un barycentre si et
seulementsia # b

13.1.1. Méthode1:

Le nombre total de couples qui on peut former avec le
nombre 1,2, 3, 4, -1 et -3 est N = 62

Les couples avec a + b =0 (c.a.d b = —a) sont (1,—1),
(=1,1),(3,-3), (-3,3).

Donc on a au total n; =4 couple (a, b) telsque a+ b =0.
Le nombre total N; de couples (a, b), telsque a+ b #0
estdonc:

Ny=N—n; =6°—4=32

13.1.2. Méthode 2:

Nous allons lister tous les couples (a, b) pour lesquels
a+ b =0 puis les compter.

Les couples sont :

(1,1),(1,2),(1,3),(1,4),(1,-3)
(2,1),(2,2),(2,3),(2,4),(2,—1),(2,-3)
(3,1),(3,2),(3,3),(3,4),(3,=1)
(4,1),(4,2),(4,3),(4,4),(4,-1),(4,-3)
(-1,2),(-1,3),(—1,4),(~1,-1),(—1,-3)
(-3,1),(=3,2),(=8,4),(-3,-1),(—3,-3)
Soit au total Ny =32 fouples_;
13.2. Levecteur aAM + b BM est constant quelque soit
M.
Le vecteur a AM + b BM est constant si et seulement si
a+b& a=—b.

Les couples (a, b) pour lesquels a = —b sont (1,—1),
(=1,1),(3,-3),(-3,3)
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Soit au total N =4 couples

13.3. Les points pondérés (A, a) et (B, b) admettent un
barycentre appartenant a [AB]

Pour que cette condition soit remplie il faut que a+b # 0
et que a et b soient de méme signes les couples qui rem-
plissent us conditions sont :

(1,1),(1,2),(1,3),(1,4)
(2,1),(2,2),(2,3),(2,4)
(3,1),(3,2),(3,3),(3,4)
(4,1),(4,2),(4,3),(4,4)
(-1,-1),(-1,-3
A

Soit au total N3 =20 couples

13.4. Les points pondérés (A, b) et (B, b) admettent un
barycentre qui est en dehors du segment [AB].

Cette condition est vérifiée si et seulement si a+ b #0 et
que a et b sont de signes opposés.

11 s’agit des cas suivants :

(1,-3)
(2,-1),(2,-3)
6,1
(4,-1),(4,-3)
(-1,2),(-1,3),(—1,4)
(-3,1),(-3,2),(-3,4)
On a donc N =12 couples
B Méthode 2:
Ny=N,—N;y=32—20=12

Solution 14. (p. 6)

C/
= I, =
AA’—§ A BB’=-AB
= 1 27
CC’==BC r=r|G;,—
3 3

14.1. 14.1.1. Déterminons I'image de la demi-droite
[CA)parr.

R 2
Comme GC = GA et mes(GC,GA) = ?n alors
r(C)=A
> % 2
Comme GA=GB etmes(GA, GB) - ?n,alors r(A)=B

D'ott r([CA))=[AB)
14.1.2. Montrons que r(A’)= B’

Posons Ay = r(A’) et montrons que Ay = B’

Comme r([CA)) = [AB) et que A’ € [CA) alors
Ag=r(A)€[AB)

En plus, comme la rotation conserve les distances et que
r(C)=A, r(A)=Apona CA = AA,

Ay €[AB)
Donc
AAy=CA

Ay est donc le point de [AB) tel que AAy = CA’
Donc Ag=B’

Ainsi r(A)=B'.

14.2. 14.2.1. Montrons que r(B’)=C’
Posons By =r(B)

r(A)=Betr(B)=C
=r([AB))=[BC)

Comme B’ €[AB)= r(B’)€[BC)= B, €[BC)

Aussi r(A)=Bet r(B')=By= AB’=BB,

By€[BC)et BBy=AB’= By=C’

Donc r(B)=C’

14.2.2. Déduisons que le triangle A’B’C’ est équilaté-
ral.

D’apres (14.1.2.) et (14.2.1.) on a

r(A)=B’
r(B)=cC’
De la méme maniére on montre que r(C’)= A’

Or comme la rotation conserve les distances
14.2.2.1. r(A)=B’etr(B)=C’

=>A'B'=B'C’ 1.1
r(B)=C’etr(C)=A
=>B'C'=C'A 1.2)

(1.1) et (1.2) donne A’B’=B'C'=C’A’
D’out A’ B’C’ est un triangle équilatéral.
14.2.2.2. AB =3, (d)L(ABC), A< (d)

Se(d)SA=4,
= 16 - 16 -
SE=—8BetSF=—SC
25) 25
Vérifions si les droites (AE) et (AB) sont perpendiculaires

(d)

Pour cela nous allons calculer AE - SB
AE-SB=(AS+SE)-SB
=AS-SB+SE-SB

e 16 - -
:AS~(SA+AB)+(—58 )~SB
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-

car SE = ES B sez éloigné de 1,'ajustement linéaire n'est pas approprié
25 pour cette série.

15.1.2. Représentons le nuage de points associé a la sé-

rie (X, Y) en respectant les unités données : 1 cm pour

S S5 16 50
=AS-SA+AS-AB+ —SB
25

- -

or AS-AB =0 car (AS)L(AB) 0,5hetlcmpour0,2h
. 16 -
= AS.(—AS)+ —SB? Hauteur (m) |
25
I 16 - 2,6
=—As*+ 2 §B
25
16 24 N
=_—SB*—AS? N
25 " ) <eh
Or AS =4, SB? = SA? + AB? = 42 + 32 = 25 car SAB est / \
un triangle rectangle en A 2
S o 16
Dot AE-SB=— x25—4%>=0
Comme AE -SB =0, alors (AE) et (SB) sont perpendicu-
laires. 16 (€)
1,4
Solution 15. (p. 6)
352
15.1. PartieA
15.1.1. 15.1.1.1. Calculonsle coefficient de corrélation 1
linéaire la série (X;Y)
Cov(X,Y) 08
r=————avec Cov(X,Y)=0,33
UXO'J’ 0,69
Calculons oy etoy
0,4
1< ’
ox=vVx= (NZXlZ) —(X) 02
i=1
— 1 & 051 7 37T Temps (h)
avec X = — X
N ; !
1 — 15.1.3. f(x)—ax*+bx+c
5 1 2| _ v .1.3. -
&y N ; Yi ) o7 15.1.3.1. Déterminons a, b et ¢ a 1072 pres par défaut
= Comme A€(C), B€(C)et C €(C)alors
S
avecY:ﬁZYi f0=0,6 c=0,6
i fM)=19 =<{a+b+c=19
Ona: f(2,5)=2 2,5%2a+2,5b+c=2
X; 0 0,5 | 155 2 255 3 10,5 c=0,6 (1.1)
VARNOER] e | o 2a |22 ] 2 | iE | g =1 @ep=iz 1.2)
Xi2 0 0,25 Il 2,75 4 6,25 ) 22,75 6.25a+25b=14 (1.3)
Yi2 036 144 3,61 576 4,84 4 2258 W22526) o - > o
(1.3)—2,5 % (1.2) donne (6,25—2,5)a =1,4—1,3%x 2,5
D’out _1.85
>a=——~—05
118 12)=>b=13-a=13—(-0,5)=1,8
7:#@1,686 Donca~—0,5 b~18etc=0,6

D’ou f(x)=-0,5x2+1,8x+0,6

o L5 R 15.1.3.2. Etudions et représentons f dans le méme re-
_ / R pére que le nuage de points
(22 2 SR f est continue et dérivable sur Dy = [0;7] et Vx € Dy,
etay:\ —~— —1,686%~0,58 fl(x)=—x+18=—(x—1,8)
4 Donc
0,33 i 8, f’
Dot r = ~0,57 H six<+138, f(x)>0

15.1.1.2. Le coefficient de corrélation linéaire étant as- f est croissante sur [0;1,8]
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W osix>18, f/(x)<0
= f est décroissante sur ]1,8; 7]

m f/(1,8)=0
On a le tableau de variation suivant

X 0 1.8 b
f(x) + -
fx) Sl 222 ~

0.6 1.32

Tableau de valeurs particuliéres.
X o o5 1 15 1,8 2 25 3 314
f(x) 06 1,38 1,9 2,17 2,22 22 2 15 1,32

Voir la courbe de f sur le graphique précédent
15.1.3.3. Déterminons la hauteur & de I'eau de ce ruis-
seau 165 minutes apres le début de la pluie

165
165 minutes = ?h =2,75h

11 s’agit donc de calculer f(2,75)
f(2,75)=—0,5x 2,75 +1,8x 2,75+ 0,6 ~ 1,77

Donc la hauteur de I'’eau du ruisseaux sera d’environ
1,77 cm, 165 minutes apres le début de la pluie.

15.2. PartieB

g :[0;t] — R par

271 . 21
g(x):—cos(x+ ?)—sm(x+ ?)-H

15.2.1. Montrons que pour tout réel x € [0; 7],
51
g(x):—x/fcos(x + E) +1

Soit x €[0, ], ona:

g(x):—«/i(% cos(x+ gg) +

=g ( +2n) 9
—sin| x4+ —
V2 3
s 2n
=—+/2|cos=cos| x+— | +
4 3

L 27
+sin—sin| x+— | |+1
4 3

OrVa,b R, cosacosb +sinasinb = cos(a—b)
2
ig(x):—fi(cos(x+ ?n— %))+1

51
=—1/§c05(x+ E)+1

15.2.2. 15.2.2.1. Calculons g’(x)

g'(x)= —ﬁ(cos(x + %))/

Or on sait que (cos(ax + b))/ =—asin(ax+b)
5
= g’(x)=—ﬁ(—sin(x + —ﬂ))
12
5
=+/2sin (x + —ﬂ)
12

7
Justifions que, g'(x)>0& x € [0, I
On sait que g est définie sur [0, 7]
n T
Pourxe[O,—[ona0§x< —
12 12
51 5t 7m 5w
> —<x+t—<—+—
12 12 12 12
51 51
> —<x+-—_-<mn
12 12
51 51
=>x+-—¢€ —;H[C]O;n[
12 12

. 51 .
=sin| x + I >0 car Ya €]0; [, sina >0

=g'(x)>0

7 T
Pourxe[—;rr]ona—gxgﬂ
12 12

:>57r+7rr< +57‘C +5’rr
o e+ <y =
12 12 12 © 12
S5t 17m
>n<x+—< —
12 12

57 177
>x+—¢€|m—|cm2n]
12 12

57
:sin(x+ E) carVa €[r,2n], sina <0
. 57
:sm(x+ —) <0
12
=g'(x)<0

Ainsi pour x € [0; 71—72[[ g’(x) > 0 et pour x € [%7’[]
g’(x) < 0 or g n'est définit que sur [0; 7]

D’ou g’'(x)>0< x €|0; 7—”[

15.2.2.2. Tableau de variation de g

7
X 0 12 T
g'(x) 4 =
1+v2
g(x) P T~

ST 177
L 7.2 N 1—v2 —_—
v2cos > v2cos B
15.2.3. Tracons en traits interrompus courts, la courbe
(Cy) de g dans le méme repére que le nuage de pont. On
a le tableau de valeurs particulieres suivant.

X 0 0,5 1 ISH RIZHSY B2 235 3 3,14
g(x) 063133 195 233 241 239 211 155 1,37

(Voir le trace de (C; ) sur le graphique précédent

15.2.4. Déterminons par lecture graphique les valeurs
de x pour lesquelles f(x) est une valeur approchée de
g(x)29x 1072 pres.

f(x) est une valeur approchée de g(x) a9 x 1072 pres si
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et seulement si | f(x)—g(x)| <9x 1072
& |h(x) <0,09
< —0,09 < h(x)<0,09

Donc il s’agit des valeurs de x pour lesquelles C, est au
dessus de (d’) et en dessus de (d)

& x€[0;2,2]

1.2.6  Solution - Probatoire 2017

Solution 16. (p. 7)

16.1. P(%):zﬁ(%)zﬂz_ﬁ)(%)_l

V2 V2
=2 1-2 -0,
2 2

Ainsi on obtient P (%) =0.
16.2. Le discriminant A du polynéme P est :
A=(2— V2 —42v2)(-1)
=4+42-2(2)(vV2)+8vV2=6+4v2.

Le discriminant étant strictement positif, alors le poly-
néme P admet exactement deux racines distinctes.
16.3. Soit a I'autre racine du polynéme P.

B En utilisant la somme, on a,

1 (2—+2) 1
—+ta=— =——+-.
2 2V2 v2 2
i 1 V2
insi a=——==——.
V2 2 - N
m En utilisant le produit, ona, — x a = e
1p 2 AT

Ainsi a = - -
& 22 1 \3
2

a2 1 i
2

V2
Ainsi I'autre racine du polynéme P est ———.

16.4. En posant X = cos x, I'équation (E) devient
22X +(2—v2)X—1=0

c’est-a-dire P(X)=0. D’apres les questions précédentes,
ona:

1 V2
PX)=0=X=-ou X=—F—
2 2
L
€$COSX =2 OU CoSX=——-.

1 s
cosx=—-&x=—+2km
2 3

b
ou xz—g +2km avec k €(Z)

V2 3r
et cosx:—7 S x= T+2kﬂ

27

3n
ou x:—T +2km avec ke(Z).

i 1 5
0< —+2kn<2n & ——=<k<-©k=0.
3 o 6 6
On obtient x = —.
3 1 7
m
0<——+2kn<2n & —<k<=-©Sk=1.
3 6 6
) 57
On obtient x = 3
3 3 5
0< —ﬂ+2kﬂ<2n & ——<k<-©k=0.
4 8 8
3 3
On obtient x = —.
3n 3 11
OS—T+2kn<27r = §Sk<§<:>k:1.

) 57
On obtient x = —.
Ainsi, dans [0; 277[ I'ensemble solutions de 1'équation (E)
n 5m 3m 5T
est: S={—; —; —; — .
33 4 4
16.5. Représentation des points images des solutions.

Les points A, B, C et D sont respectivement les points
X . n 5m 571 3n
images des solutions —, —; — et —.

373 4 4

Solution 17. (p. 7)

17.1. f étant un endomorphisme de E, alors

ona: f(i—))=3i—je f()—f(H=37-]
et fli+j)=—i+5j< f)+f()=—i+5].

=

F+f(H=—T+5]
o2f(()=2i+4] et2f()=—4i+6] .

{ f@—f(H=31-7

On obtient f())=i+2] et f(])=—27+3].
Ainsila matrice de f dans la base (i, j) est

e+
2 B
17.2. 17.2.1. Lamatrice A de g danslabase B.
gD =T—J+fD=1—F+i+2]=2i+7
et g(/)=8i+f()=8/—27+3]=6i+3].

Alors la matrice de g dans la base B = @, 7) est

(%)
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17.2.2. Soit &t = xi+ yf un vecteur du plan vectoriel E.

fi=xi+y]eKerg
o g(it)=0
© glxi+y))=
= x[g@D+ylg(7N=0
& x(@2i+])+y6i+3))=0
& (2x+6y)i+(x+3y)]=0
& 2x+6y=0etx+3y=0
< x+3y=0
=3 il=—3y?+y7=—%(6?—27).

Ainsi Kerg est un sous espace vectoriel de E engendré

par 67—2J. Alors Kerg est une droite vectorielle dont une
base est &, =6i—2].

17.2.3. Soit ¥ € Img alors il existe un vecteur i = xi+ yf

appartenant a E tel que 7 = g(i1). Ainsi
7 =g(@)=g(xi+y])
= x[gD+ylg(]
=x(27 +])+y(61 +37)
=(x+3y)27+]).
Alors Img est un sous espace vectoriel de E engendré
par le vecteur non nul 20 + ] D’ou Img est une droite
vectorielle de E dont une base est & =27 + ]
17.2.4. € et & sontdeuxvecteurs du plan vectoriel E et
6 2
-2 1
(&}, &) est une base_)de E.
17.2.5. g(&)=gi+])=2g)+g())=
=227+ ])+(6i+3])=10i+5] =527 + ]) =58, .

det(é}, &) = ‘ =10 qui est différent de 0 alors

=

D'olt g(é&y)= 32

17.2.6. g(&))=0 car & €Kerg et g(é)=5& alorsla
matrice de g dans la base B est A’ = g g )

18.2.2. Enremplacant b par sa valeur dans le systeme

a+b+c=56
axbxc=4096,

on obtient le systeme

a+c =40

axc=256.
D’apres la question (18.1.), et en tenant compte de la
condition ¢ < a on obtient a =32 et ¢ =8.

Solution 19. (p. 7)

Solution 18. (p. 7)

18.1. Déterminer x et y c’est déterminer dans (R) les
solutions de I'’équation d'inconnue a, a’?—40a+256=0.

A =(—40)* —4(256) =576 = 24>
alors a®>—40a +256=0
_40-24
T2
40+24
R
Doux=8 et y=32 ou x=32 et y=8.
18.2. 18.2.1. 16%=4096.
a, b et c¢ dans cet ordre, termes consécutifs d'une suite
géométrique décroissante de termes positifs alorson a :
c<b<aetac=Db>Ainsiaxbhxc=4096 < b> =4096.
D’apres le calcul précédent, b = 16.

=8

ou a=

19.1. Partiel

19.1.1. Le milieu du segment [BC] a pour coordonnées
—2+2 0+0

( 2 ; T) =(0;0). Alors le point O, origine du re-

pere (0, 1, 7)est le milieu du segment [BC].
19.1.2. G =bar{(4,2),(B,1),(C,1)} =
={4,2),(0,2)}

car O estle milieu du segment [BC]. Alors les points G,
O et Asont alignés. D’ottle point G appartient a la droite
(0A).

19.1.3. G= {(A,Z),(B, 1),(C, 1)} alors G a pour coordon-
nées

(2xo+1x(—2)+1x2_
1 ;

2x2+1x0+1x0
T

D’out G(0;1).
19.1.4. Soit M un point du plan.
AM2+OM2:(A_G'+W)2+(%’+W)2
= AG?+2AG.GM +GM*+0G* +
4+20G.GM +GM?
=2GM*+2GM.(AG+0G)+
+AG*+0G*
=2GM*+20G?.

Car G est le milieu de [OA].
Or OG=v02+12=1 alors

AM? + OM? =2GM?+20G?> =2GM? +2(1)
=2GM?*+2.
19.1.5. Soit M un point du plan.
M & (T) & 2AM? + BM2+ CM?* =28
5 A ——\2
S 2AM +(BO+OM) £
e \2
+(CO+0M) =28
< 2AM?+B0O%*+2B0.OM + OM? +
+C0O%*+2C0O.0M +0M?=28
©24M*+20M?+20M.(BO+CO)
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+B0O%*+C0?=28
<= 2AM? +20M? +2B0? =28.

Car O estle milieude [BC].
Or BO = +/(—2)2+02 =2 et d’apres la question précé-
dente AM? + OM? = 2GM? +2, alors
2AM? + BM? + CM?* =28 < 4GM> +4+8=28
=4GM* =16
= GM?=4.
D’otl1 (T) estle cercle de centre G et de rayon 2.
19.2. Partie2
19.2.1. La courbe de f passe par le point A(0;2) alors
onaf(0)=2& c=2.
La courbe de f passe par le point B(—2;0) alors on a
f(2)=0= 4a—-2b+c=0.
La courbe de f passe par le point C(2;0) alors on a

f(2)=0=4a+2b+c=0.
a, b et c vérifientle systeme

c=2
4a—2b+c=0
4a+2b+c=0

1
dont la résolution donne a = —3 b=0et c=2.

Ainsi pour tout réel x, f(x)= —% x%+2.
19.2.2. Pour tout réel x,
f(x):—lxz +z:—1(x2—4):—1(x—2)(x+2).
2 2 2
f(x)=0&=x=20ux=-2.
Le tableau de signe de f est

X —00 = 2 +00
X +2 = 0O # | 4
F= = | = O 4+
=0 = | = | o3
f(x) = 0 SN g5

Ainsi I'ensemble solution de I'inéquation f(x) > 0 est
S == 8K

19.3. Partie3

19.3.1. x € D si et seulement si x # 0. Ainsi
D =]-0c0;0[U]0; +00l. .

19.3.2. lim g(x)= lim — = lim —5% =4-C9),
X——00 X——00 X X——00
2
) B —X
8= m, =

= lim —x=-—o00.
x—+00

—4
lim g(x)= lim — =+o0,

x—0— x—0- 0
t i (x)= 1 . (o)
€ 1m X)=1llm — =—
x—0+ & x—0+ 0

car le tableau de signe du dénominateur x est :

x | —oo 0 400

X — U
lim g(x) = 400, et lim g(x) = —o0 alors la droite
x—0— x—0t

d’équation x = 0 est asymptote verticale a la courbe (C).
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19.3.3. g est dérivable sur son ensemble de définition
D et pour tout réel x différent de 0, on a:

(—x?®+x—4Y x x—(x) x(—x*>+x—4)

/ —
g'(x)= )
C(2x+1)xx—1x(—x?+x—4)
= =
1
, 2[—=x2+2
=X +4 2
Tox2 T x2
_2f(x)
==

2
19.3.4. Pourtoutréel x #0, g'(x)= f(zx)

f(x) ont le méme signe pour tout réel x #0. Or d’apres
la question (19.2.2.), f(x)> 0 est positive sur |-2; 2[ et
f(x)<0sur]—oo0; —2]U[2; +00l.

Ainsi : g est croissante dans les intervalles ]-2; 0[ et
10; 2[.

g est décroissante dans les intervalles ]—oo; —2] et
[2; +o0l.

Tous les résultats obtenus se traduisent par le tableau de
variation suivant :

alors g’(x) et

X |-c0 -2 0 2 400
gx) - (|) + + (1) -
+00 +00 3
g8x) \ /
5 -00 -00

19.3.5. Soit x un réel différentde 0, on a:

4 (—x+1)x—4 —x*+x—4
—Xx+1l——= = .
x

X X

Ot 4 4
Dol —x+1——=1—x——=g(x).
X x

4
lim g(x)—(—x+l)lei.nolo 1—x— < —(—x+1)

X—0Q0
. 4
= lim —— =0.
X—00 X

Alors la droite (D) d’équation y =—x+ 1 est asymptote
oblique a la courbe (C).

19.3.6. La droite (D) a pour équation car-
tésienne x + y — 1 = 0 et G(0;1). Alors

@+1)—@1Q) 0 oy

d(G,(D)) = —_mﬁ-—‘_T = ﬁ =0. Ainsi d(G,(D)) =0.
La distance du point G centre du cercle(T) ala droite (D)
étant inférieure au rayon du cercle (T), alors le cercle (T)

et la droite (D) sont sécantes.
Le cercle (T) a pour équation

X2+ (=1 =4 ie x*+y2—2y—3=0
alors Les coordonnées des points d’'intersection de (C)
et (T) sont les couples (x; y) solutions du systeme
y=—x+1 (1.1)
{ 22 +y*—2y—3=0. (1.2)

En remplagant y par sa valeur dans (1.1), on obtient
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I'équation
X H(—x+12—2(-x+1)—3=0=2x>—4=0
S x=v2 ou x=—v2.
Pour x =+v2,0nay =—+2+1 et pour x =—+2,0na
y=v2+1.
Alors les points d'intersection de (C) et(T) sontles points

de coordonnées (—vZ;v/2+1) et (—v2;v/2+1).
19.3.7. Lacourbe(C)deg.




