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Avant-propos

Vous avez choisi ce livre parce que vous avez un objectif a atteindre. C’est un instrument réellement
utile et efficace pour aider les apprenants des classes de terminales scientifiques et techniques, quel
que soit leur niveau, a améliorer leurs performances en mathématiques.

Inspirée de la pédagogie nouvelle, la conception de ce livre se fonde sur deux outils a savoir : le
cours et les exercices corrigeés.

Le cours a été concu selon le projet pédagogique suivant :

B Une présentation claire parfaitement lisible qui permet de faciliter le travail de 'apprenant.

B Un cours bien structuré allant a '’essentiel. Conforme aux contenus du programme, ce cours
prépare aux compétences exigibles, mais en se limitant strictement aux notions qui doivent
étre étudiées. Nous I'avons donc voulu bref.

Les exercices résolus et commentés, soutenus par des méthodes de résolution permettent a 1'ap-
prenant d’acquérir I’esprit scientifique et les principaux modes de raisonnement qu’il devra savoir
développer. C’est une bonne facon d’aborder les nombreux exercices de chaque chapitre. Dans le
souci d’efficacité qui a fait le succes de cette édition, nous attirons votre attention dans les solutions
proposées, sur la schématisation, la représentation graphique, le choix des notations, la conduite
littérale et enfin I'application numérique.

Notons cependant qu’il ne sert a rien de lire a priori la solution d'un exercice, mais qu'il faut
chercher cette solution apres avoir lu 'énoncé en entier et ne consulter la solution proposée dans
le livre que pour contrdler son propre résultat ou en cas d’hésitation.

Nous formons le veeu que cet ouvrage constitue un outil efficace pour les apprenants des classes
de terminales scientifiques et techniques et qu'’il apporte a nos collegues professeurs 'aide qu’ils sont
en droit d’attendre. Nous attendons avec plaisir toutes les remarques et suggestions.
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Chapitre 1. Sujets d’examen - Baccalauréat Mathématiques - Séries C, E

11 Enoncé des sujets d’examen

O est le centre de gravité du triangle AM N
2.2.4. En déduire les valeurs de d pour lesquelles le tri-
angle AM N est isocele de sommet principal A.

Exercice 3.

111 Enoncé - Baccalauréat 2012
Examen: Baccalauréat Séries: C E
Session: 2012 Durée: 4 heures
Epreuve:  Mathématiques Coef.: 5/4

Exercice 1.

Série E uniquement

Soit f la fonction définie sur J0, [ par: f(x)= —.
sin x

1.1. Etudier la fonction f et construire sa courbe repré-

sentative (C) dans un repére orthonormé (0, 7, 7)

1.2. Montrer que la restriction g de f a l'intervalle

b
]0, f] posséde une fonction réciproque g~!, dont on

2
construira la courbe dans le méme repéere que (C)
et que

—

1.3. Soit y = g~!(x). Montrer que siny =
Vx2-1

= | =

cosy=

X
1.4. En déduire que pour tout x de ]1,+o00],

1Y (x) N
(&™) =
1.5. En se servant des résultats précédents, calculer

SN
Jeg vz

Série C uniquement
1.1. Soit N un entier relatif impair. Montrer que
N2=118]
1.2.. Montrer que si un entier relatif M est tel que
M?=1[8] alors M est impair
1.3. Résoudre dans Z? I'équation x> =8y +1
1.4. En déduire que la parabole (I) d’équation

s x dans un repére orthonormé (O, i, 7) du plan

(P) passe par une infinité de points a coordonnées
entieres

Exercice 2.

Dans I'ensemble C des nombres complexes, on consi-
dere I'équation (E) : 2° +(3—d?) z +2i(1+d?)=0,0u d
est un nombre complexe donné de module 2

2.1. 2.1.1. Vérifier que 2i est une solution de I'équa-
tion (E)

2.1.2. Résoudre dans Cl'équation (E)

2.2. Dans le plan complexe P, on considere les points
A, B, M et N d’affixes respectives 2i; —i; —i+d et—i—d
2.2.1. Calculer M N et déterminer le milieu de [M N |
2.2.2. En déduire que lorsque d varie dans C, les points
M et N appartiennent a un cercle fixe que 'on précisera
2.2.3. Danslecasolt AM N estun triangle, montrer que

Partie A
Soit I'équation différentielle

(E):y”+(2I2)y’ +(n2?y =0
3.1. 3.1.1. Résoudre I'équation (E) dans R.
3.1.2. Déterminer la solution de (E) vérifiant :

g(0)=0 et g'(0)=1

3.2. On considere la fonction numérique u définie pour
tout réel x par u(x)= ix On note (C) la courbe repré-

sentative de u dans un repére orthonormé du plan.
3.2.1. Montrer que la fonction dérivée u’ est définie sur
R par

u' (x)=(1—xIn2)e 2

3.2.2. Dresser le tableau de variation de u.

3.2.3. Préciser les branches infinies de (C)

3.2.4. Tracer(C)etsatangente (TO) au pointd’abscisse 0.
(prendre 2 cm comme unité sur les axes des coordon-
nées).

3.3. 3.3.1. Prouver que u est une solution particuliéere
de I'équation différentielle (E).

3.3.2. En déduire la valeur du nombre réel

1
(1n2)2J u(x)dx
0

Partie B
On définit la suite numérique (V,,) par

V=0
1
Vi1 = > (V,+27"), pourtoutneN
3.3.1. Démonter par récurrence que pour tout entier na-

turel n, V,, = u(n)
3.3.2. Pour tout entier naturel n, on pose

n
$u= Vi
k=0

3.3.3. Démontrer par récurrence que

1 n+1
Sn:(zz_k T on

k=0
pour tout entier naturel 7.
3.3.4. Calculer la limite de la suite (S,,)
Partie C
Dans le plan orienté et muni d'un repéere orthonormé
(0,7, 7), on considere les vecteurs
F 1 o V3, ¢ 2 V3, 1,
e=-i+— =——i+-
1= 2 J 2 2 3 J
3.3.1. Démontrer que (O,é’l,e"z) est un repeére ortho-
normé du plan.
3.3.2. Déterminer les éléments caractéristiques de la ro-
tation qui transforme (O, é, e"z) en (O, i, j)



14. Enoncé des sujets d’examen

3.3.3. Une conique dans le repere (0,&,&) a pour
équation cartésienne :

13X%2+7Y2+6V3XY =16

3.3.3.1. Ecrire I'équation cartésienne réduite de cette
conique dans le repére (O, i, 7)
3.3.3.2. En déduire sa nature et son excentricité.

14.2  Enoncé - Baccalauréat 2013

fectés respectivement des coefficients 3;—1 et 2
5.2. Déterminer!’ensemble (I') des points M del’espace
vérifiant :

3MA*—MB?+2MC? =5)?

5.3. On suppose 'espace rapporté a un repére ortho-
normé (A, 7, 7, _k)) On donne B(0,4,0) et C(0,0,2)

5.3.1. Déterminer les coordonnées de G

5.3.2. FEcrire des équations cartésiennes du plan (ABC)
etde ()

5.3.3. Préciser l'intersection de (ABC) et (T')

Exercice 6.

Examen: Baccalauréat Séries: C E
Session: 2013 Durée: 4 heures
Epreuve:  Mathématiques Coef:: 5/4
Exercice 4.

Uniquement pour les candidats de la série C

N désigne un entier naturel dontI'écriture en base 10 est
N =Gnan g ard

4.1. Démontrer que le reste de la division de N par 100
est 'entier r dont I'écriture en base 10 est r =ajagy

4.2. Application : démontrer que le chiffre des unités et

le chiffre des dizaines du nombre N = 7777 sont respecti-
vement 3 et 4

Uniquement pour les candidats de la série E

Soit f une fonction numérique continue sur [0; 1] et telle
que pour tout réel x de [0;1] :

1 2
ff(t)dtzl a

2

Soit F une primitive de f sur [0;1]
4.1. 4.1.1. Enintégrant par parties I'intégrale

1
I=f xf(x)dx,
0

montrer que :

4.2. 4.2.1. Développer et réduire ( fx)— x)2
4.2.2. Déduire que

T
a désigne un réel de I'intervalle ]0, 5 [ Le plan complexe

orienté est rapporté a un repere orthonormé (O, #, 7). C
désigne I'ensemble des nombres complexes.
6.1. Résoudre dans C 1'équation

z%cos’a—zsin2a+1=0

On note z; et z, les solutions de cette équation; z; dé-
signe la solution dont la partie imaginaire est positive. A
et B désignent les points d’affixes respectives z; et z,.

6.2. Quelle estlanature du triangle OAB? Justifier votre

réponse.

6.3. 6.3.1. Calculer une mesure en radians de l'angle
(0'B,04).

6.3.2. En déduire une mesure en radians de I'angle
(BA, BO)

6.4. Résoudre I'équation différentielle
(c052 a)f”—(sinZa)f’+f =0

sachant que f est une fonction numérique d’une va-
riable réelle x vérifiant

f0)=1 et f/(0)=—tana

Exercice 7.

Exercice 5.

A désigne un nombre réel strictement positif. On donne
dans 'espace un triangle ABC rectangle en A tel que
AB=2letAC=A

5.1. Construire le barycentre G des points A, B et C af-

Dans tout le probleme on note.

B f la fonction définie dans l'intervalle |-2,+oo[ par
f(x)=In(x+2)

B g la fonction définie dans l'intervalle ]0,+o0o[ par
glx)=Inx

(Cy) et (Cg) les courbes respectives de f et g dans un

repere orthonormé, I'unité de longueur sur les axes étant

égale a 2cm. On appelle:

B (D) la droite d’équation y = x dans le repere précé-
dent;

[ (u”) la suite numérique définie par v = 1 et pour tout
ndeN, U, :f(un);

n (vn) la suite numérique définie par v, = 2 et pour tout
ndeN, v,¢1 :f(vn).

7.1. 7.1.1. Dresser les tableaux de variation de f et g

7.1.2. Démontrer que (Cf) et (D) se coupe en deux

points M, et M, dont les abscisses x; et x, vérifient :

—2<x<-letl<x,<2

7.1.3. Etudier suivant les valeurs de x les positions rela-
tives de (Cy) et (D)
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7.1.4. Tracer (Cf), (Cg) et (D) apres avoir étudié les
branches infinies de (Cy) et (Cg]

7.2. Démontrer que (Cy) est'image de (Cg) parla trans-
lation de vecteur (—2?)

7.3. Onnote (T) la partie du plan définie par les droites
d’équation x =—1; x =1; (Cf) et (D). Calculer a I'aide
d’une intégration par parties, la valeur exacte de I'aire de
@).

7.4. Onnote a et B deuxréels tels que: x; <a < x, < f.
Démontrer que x; < f (@) < xp < f(ﬂ)

7.5. 7.5.1. Démontrer que la suite (un) est croissante.
7.5.2. Démontrer que la suite (v,,) est décroissante.
7.5.3. Démontrer que pour tout n de N;
1fu,<x<v,<2

7.6. On note I I'intervalle [1,2]

W

1
7.6.1. Démontrer que, pour tout x de I, 1 <f'(x)<

7.6.2. En déduire que pour tout entier naturel

n, 0<f(vn)—f(un)s %(vn—un)

7.7. 7.7.1. Démontrer que pour tout entier naturel

1 n
n,0< Un—unﬁ(g) .

7.7.2. Endéduire que les suites (un) et (v,,) sont conver-
gentes et ont la méme limite.

Enoncé - Baccalauréat 2014

9.1.1. Déterminer les réels a et b pour lesquels la fonc-
tion g définie pour tout réel x par

g(x)=acosx+bsinx

est une solution de (E)

9.1.2. Soit f une fonction 2 fois dérivable sur R. Montrer
que f est une solution de (E) si et seulement si f — g est
solution de (EO)

9.1.3. Résoudre (EO) eten déduire la forme générale des
solutions de (E)

9.2. Soit la fonction h définie sur [0, 7t[ par

2 1
h(x)=—-cosx——sinx.
5 5

On désigne par (C) sa courbe représentative dans un re-
pere orthonormé (0, 7, j)
9.2.1. Calculer pour tout x de [0, [, h'(x) et h” (x)

P T
9.2.2. Etudier les variations de h’ sur E,ﬂf et en dé-

v
duire que I'équation h’(x) = 0 dans [E,n[ admet une

unique solution a avec 2,6 < a < 2,7

9.2.3. Montrer que h/(x)> 0 < x € |a, 7| et dresser le
tableau de variation de h

9.2.4. Tracer (C). (Prendre a = 2,6 et pour unité de lon-
gueur sur les axes : 1,5cm)

Exercice 10.

Examen: Baccalaureat Séries: C E

Session: 2014 Durée: 4 heures

Epreuve:  Mathématiques Coef: 5/4

Exercice 8.

Dans l'espace muni du repere orthonormé direct
(O, ?, 7, ﬁ), on considere les points A(1,—1,0); B(3,0,1);
C(1,2,—1) et D(1,0,0)

8.1. Démontrer que les points A, B, C et D ne sont pas
coplanaires

8.1.1. Ecrire une équation cartésienne du plan (ABC)
8.1.2. Calculer le volume du tétraédre ABC D

8.1.3. Déterminer l'expression analytique de la ré-
flexion f par rapport au plan (ABC)

8.2. Soit (S) la sphere de centre D passant par B. Dé-
terminer la nature et les éléments caractéristiques de
I'image (S’) de (S) par f.

10.1. Soit a un réel strictement positif
10.1.1. Montrer que :

1
l-a<——<1
1+a

10.1.2. En déduire que:

a?
a—7<ln(1+a)<a

10.2. Soit n un entier naturel non nul, on pose

B )15 )1+ )

10.2.1. Justifier que

J =) SR e +n2—*n(n+l)(2n+l)
= 5
10.2.2. Montrer que :

1 1 1 (n+1)2n+1 1 1
2 n 12 n3 2 n

10.2.3. En déduire que la suite (P,l) converge et déter-
miner sa limite.

Exercice 11.

Exercice 9.

9.1. On considere les équations différentielles sui-
vantes :

(E):y"—4y’+4y =2cosx +sinx;
(Ey):y"—4y'+4y=0

Dans le plan (P) rapporté a un repeére orthonormé
d’origine O, on considere 'application ¥ définie par
U(0) = O et pour tout point M de (P) distinct de O,
W(M)= M’ tel que




14. Enoncé des sujets d’examen

Partie A
11.1. 11.1.1. Montrer que pour tout point M de (P),

VoW (M)=M

11.1.2. Justifier que 'ensemble des points M de (P) dis-
tinct de O tels que

U(M)=M

est un cercle de centre O et de rayon 2
Pour toute la suite, (d) est une droite quelconque de (P),

D est un point fixé de (d) distinct de O; i est un vec-

5 i
teur directeur de (d). On pose &, = ﬂ et on suppose le
u

plan complexe rapporté a un repere orthonormé direct
(0,é,&).0n donne OD=aé +bé,.

11.2. Justifier que (d) est'ensemble des points M d’af-
fixe z tels que z =a +it,ou t €R.

11.3. Soient M et M’ 2 points de (P) tous distincts de O
et d’affixes respectives z et z’

11.3.1. Montrer que ¥ (M)=M’' < z' =

N

11.3.2. Enposant OM =aé +1&etOM’ = x'& +y'&,
montrer que

4a
YM)=M & x'=——
(M) a2+ t2
S 4t
Ve e

11.3.3. Vérifier que dans ce cas,

2
2 4
/ 7?2
P R

11.3.4. Endéduire que si M appartienta (d), alors (M)
appartient au cercle (C; ) de diametre [OH’], ott H” est
I'image par ¥ du projeté orthogonal H de O sur (d)

11.4. Soit h 'application affine qui a tout point M (x, y)

associe M, (x1, y1) tel que

X=X
2
N=3Y

Montrer que I'image de (C, ) par & est une ellipse dont on
donnera I'excentricité.

Partie B

Dans le plan vectoriel (P) associé a (P), on considére I'ap-
plication ¢ telle que

Usin#0

0)=0 et @(@)=—
‘P( ) W7 1212

11.1. Soit 7 un vecteur non nul, exprimer

()
1P

en fonction de U et en déduire que ¢ n’est pas une appli-

cation linéaire

11.2. 11.2.1. Déterminer I'ensemble Inv(go) des vec-

teurs i de (ﬁ) tels que ¢ (&)=

11.2.2. Soient iZ; et iZ, deux vecteurs de (P) tels que
T o i 70

||u1H E ||u2H =2et mes(ul, uz)— 3

Calculer || ) + 1 || et en déduire que Inv((p) n’est pas un

sous espace vectoriel de (ﬁ)

11.2.1. Soit Opp((p) I'ensemble des vecteurs # de (ﬁ)
tels que ¢ (i) =—ii. Déterminer Opp (i) et montrer que
Opp ((p) est un sous-espace vectoriel de (ﬁ)

14.4 Enonceé - Baccalauréat 2015

Examen: Baccalauréat Séries: C E
Session: 2015 Durée: 4 heures
Epreuve:  Mathématiques Coef.: 5/4

Exercice 12.

Soit a résoudre le systeme :

Il
N

+| +
wuo:,

X
y
z

ol x, y et z sont des nombres réels.

12.1. Premiere approche : série E uniquement

12.1.1. Montrer que le triplet (3,3, 3) est une solution de
ce systéeme.

12.1.2. Montrer que si le triplet (x, y, z) est une solution
de ce systeme, on ne peut pas avoir x < 3.

12.1.3. Montrer que sile triplet (x, y, z) est une solution
de ce systéeme, on ne peut pas avoir x > 3.

12.1.4. Déduire alors I'ensemble solution de ce sys-
teme.

12.2. Deuxieme approche : série C uniquement
12.2.1. Montrer que si le triplet (x, y, z) est solution de
ce systéme, alors x, y et z sont solutions de 1'équation :

t8—121%+30¢* +3612—128r —183=0

12.2.2. En déduire les valeurs rationnelles de x, y et z.

Exercice 13.

B On dit que deux suites (un) et (11,,) sont adjacentes
lorsque : 'une est croissante, I'autre est décroissante
et u, — v, tend vers 0 quand 7 tend vers +co.

m Si (un) et ( vn) sontadjacentes telles que (un) est crois-
sante et (v;,) est décroissante, alors pour tout n appar-
tenantaN,ona:

Uy < Uy

13.1. Compléter les phrases ci-apres par le mot qui
convient :

13.1.1. Toute suite croissante et majoréeest ...........
13.1.2. Toute suite décroissanteet ....................

est convergente.

13.2. Indiquer si la proposition ci-apres est vraie ou
fausse et proposer une démonstration pour la réponse
indiquée :

« Deux suites adjacentes sont convergentes et elles ont
la méme limite »
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13.3. Relier en justifiant votre choix la courbe (C) de la
colonne (I) ala courbe (C’) de sa fonction dérivée dans
la colonne (II).

Colonne (I) Colonne (1)

(© y (a) 4y (b) 4y

Exercice 14.

On désigne par L(R?), la famille des endomorphismes
fi de R? dont la matrice M), relativement a la base cano-
nique (i R f) de R? est de la forme

—1+A 1+A
A1-2) A

»

ol1 A est un réel.

14.1. A quelles conditions sur A, f; est-il automor-
phisme?

14.2. Une boite €2 contient cinq boules numérotées —2,
—1, 0, 1 et 2, toutes indiscernables au toucher. On tire au
hasard successivement et sans remise deux boules de Q2
et on note (p, q) le couple de numéros obtenus.

On désigne par X 'aléa numérique qui a tout couple
(p, q) associe la valeur :

B —2siaucun des f) et f; n’est un automorphisme.

B 1siunseul parmi f, et f; est un automorphisme.

B 3siles deux f), et f; sont des automorphismes
14.2.1. Déterminer la loi de probabilité de X

14.2.2. Calculer'espérance et]’écart-type de X.

14.3. Déterminer une équation cartésienne du noyau
etde l'image de f(—2).

14.4. Soit g 'application linéaire définie de R?

Dans R? par :

1 1
g(x,y): 5(—x+3y;zx+y).

G appartient-elle a L(R)? Justifier.

Exercice 15.

Ce probléme comporte trois parties indépendantes A, B
etC.
Partie A
Le plan complexe est muni d'un repere orthonormé di-
rect (O, i, 7). On considére I'équation (E) :

23 +64i=0.
15.1. Déterminer une solution z, de (E) telle que :

70:_20

15.2. Déterminer les deux autres solutions z; et z, de
(E), o1 z; a une partie réelle négative.

15.3. Les points A, B et C ont pour affixes respectives :
—24/3-2i,2v/3—2i et 4i.

Déterminer la nature du triangle ABC et montrer que
les points A, B et C appartiennent a une conique dont
on précisera la nature et les éléments caractéristiques.
15.4. Déterminer la nature et les éléments caractéris-
tiques de la transformation f du plan qui a M(z) associe
M’(z’) tel que :

(2 —4i)= rel?(z —4i)

et qui transforme le point A en B; r et 0 étant des
nombres réels.

Partie B

Un triangle équilatéral MNP de coté 2 est divisé en
quatre parties par deux droites perpendiculaires passant
par son centre de gravité G. (Voir figure ci-dessous).

On se propose de déterminer la valeur maximale de l'aire
A de la partie hachurée.

3 3
15.1. Démontrer que A= g - % (x—y).
3x—1

15.2. Démontrerque y = ———.
3(x+1)

15.3. En déduire la valeur maximale de A.

15.4. Lespace estassocié a un repere orthonormé direct

(0.7,7,%)-

On donne : M(0,2,0); N(v/3,1,0); P (? L ZT‘/E .

Déterminer le systeme d’équations cartésiennes de la

perpendiculaire au triangle M N P en son centre de gra-

vité.

Partie C

f estla fonction numérique d’'une variable réelle x défi-

nie par : f(x)=e%"

On pose g (x)=1In f (x).

Montrer que g est solution d'une équation différentielle

du premier ordre que I'on précisera.

11.5  Enoncé - Baccalauréat 2016
Examen: Baccalauréat Séries: C E
Session: 2016 Durée: 4 heures
Epreuve:  Mathématiques Coef.: 5/4



14. Enoncé des sujets d’examen

Exercice 16.

Une urne contient 5 jetons portant les réels :
—v/2;-1;0;1et v2.

On tire successivement et avec remise deux jetons de
I'urne. On appelle x le numéro du premier jeton et y
celui du deuxiéme jeton et on construit le nombre com-
plexe z =x +iy.

16.1. Combien de nombres complexes peut-on ainsi
construire?

16.2. Quelle est la probabilité d’obtenir :

16.2.1. Un nombre complexe de module v2?

b
16.2.2. Un nombre complexe dont un argument est o) ?

16.3. On effectue trois fois de suite le tirage successif
et avec remise de 2 jetons de 'urne et on désigne par
X la variable aléatoire qui, a I'issue de ces trois tirages
associe le nombre de nombres complexes de module v/2.
Déterminer la loi de probabilité de X.

17.3.1.2. Montrer que les coogdonnées des points A,
B et C dans le repere (O, 1, j, k) sont respectivement
V3 246
?;1;73 ;(0,2,0) et (v/3,1;0).

17.3.2. En déduire le volume du tétraedre ABCO.

Exercice 18.

Exercice 17.

On considére dans un repere orthonormé direct
(0o, i f l-é) de I'espace, les surfaces (S) et (S’) d’équations
respectives z = (x — y)> et z = xy. On prendra 1 cm
comme unité.

17.1. 17.1.1. Déterminer le vecteur i A 7/\(21_5).

17.1.2. Onnote (L) l'intersection de(S’) avecle plan (P;)
d’équation z = 0. Déterminer la nature et les éléments
caractéristiques de (I).

17.1.3. On note (I3) I'intersection de (S) et de la surface
(8”)d’équation z =—2x y+4+2y?. Déterminer la nature
etles éléments caractéristiques du projeté orthogonal de
(I3) sur le plan (O, 7 7).

17.2. (Série C uniquement)

On note (1) I'intersection de (S) et de (S’). Dans cette
partie, on veut démontrer que le seul point appartenant
a (1) dont les coordonnées sont des entiers naturels est
le point O(0,0,0). On suppose qu'il existe un point M
appartenant a () et dontles coordonnées x, y et z sont
des entiers naturels.

17.2.1. Montrer quesi x =0, alors le point M estle point
O.

17.2.2. On suppose désormais que l'entier x n’est pas
nul.

17.2.2.1. Montrer que les entiers x et y vérifient

x2—3xy+y2=0.

En déduire qu'il existe alors des entiers naturels x” et y’
premiers entre eux tels que

x2=3x'y' +y”%=0.

17.2.2.2. Montrer que x’ divise y’?, puis que x’ di-
vise y’.

17.2.2.3. Etablir que x =0 et conclure.

17.3. (Série E uniquement)

ABCO estun tétraedre régulier d’aréte égale a 2. Laréte
[OB] est portée par I'axe des ordonnées. C est un point
duplan (O, 7, 7) d’abscisse égale a v/3.

17.3.1. 17.3.1.1. Faire un schéma.

Ce probléme comporte deux parties 1 et 2.

Le plan est muni d’'un repére orthonormé direct (O, f, f).
On considéere I'ensemble (E) des points M (x, y) tels que
Vixl+ v/Iy]= 1. On va déterminer toutes les isométries
du plan qui laissent (E) globalement invariant.

Partie 1

Soit f la fonction numérique d'une variable réelle défi-
nie par:

f)=(1-vixl)

pour tout x appartenant a [—1,1]. On note

représentative dans le repéere orthonorm

prendra 3 cm comme unité sur les axes.

18.1. 18.1.1. Déterminer la parité de f

18.1.2. Quelle conséquence géométrique peut-on en

déduire?

18.2. Soitg larestrictionde f a[0,1] et ¢ définie sur|[0, 1]

par t(x) = g(x?).

18.2.1. Vérifier que g(x)=(1—4/x)? pour tout x €[0,1].

18.2.2. Ftudier la dérivabilité de g a droite en 0. Que

peut-on en conclure pour la courbe (C) de f.

18.2.3. Montrer que pour tout Xx €]o,1],
, —1+x

gx)=——7——.

18.2.4. Dresser le tableau de variation de g.

18.2.5. Montrer que ¢ est solution de I'’équation diffé-
rentielle y” —2=0sur [0, 1].

18.3. 18.3.1. Représenter soigneusement dans le re-
pere (O, i 7), la courbe (C) de la fonction f.

18.3.2. Déterminer 'aire du domaine limité par 'axe
des abscisses et la courbe (C) de f.

18.4. Soit h la fonction définie sur [—1,1] par
f(x)=—h(x). Déduire de (C) la courbe (C) de h dans le
méme repere (O, 7, 7).

C) sa courbe
(0,i

(
é(0,7,7). On

1
18.5. On considere la suite (u,) définie par uy = 3 et

Ups1 = f(un)-

18.5.1. Vérifier que la suite (u,,) est bien définie.
18.5.2. Montrer que (u,) n'est ni croissante ni décrois-
sante.

Partie 2

On note () I'ensemble des isométries du plan qui
laissent (£) globalement invariant.

18.1. Montrer que pour tout point M(x, y) appartenant
a(E),ona:—1<x<I1.

18.2. Montrer que (E) estla réunion des courbes (C) et
(e

18.3. On considere dans le repéere (0,7, f) les points
I(1;0); J(0;1); K(—1;0) et L(0;—1).

18.3.1. Déterminer 'ensemble des couples (A, B) de
points de (E) tels que d(A, B) =2.

18.3.2. Soit S une isométrie du plan laissant (E) globa-
lement invariant.

Montrer que : S(O)= 0.
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18.3.3. En déduire toutes les natures possibles de I'iso-

métrie S. . .

18.4. Soit r un déplacement laissant globalement inva- 1.2 SOlut'O“ des Suj ets
i E).

T ) d’examen

18.4.1. Vérifier que r est soit une rotation de centre O

et d’angle non nul, soit 'application identique du plan.
18.4.2. En déduire par leurs éléments caractéristiques
tous les déplacements qui laissent (E) globalement inva-

riant. 124  Solution - Baccalauréat 2012

18.5. Soit Sp une réflexion du plan d’axe A laissant (E)

globalement invariant.

18.5.1. Vérifier que O € A.

18.5.2. En déduire par leurs éléments caractéristiques Solution 1. (p. 2)

toutes les réflexions qui laissent (E) globalement inva-
riant.
18.6. Ecrire alors en extension I'ensemble (7). 110, rr[/f(x) =sinx
1.1. f estdéfinit sur Dy =]0,7[.
f est continue et dérivable sur Dy.
W Variations de f.

Série E uniquement

. . VxeDy
11.6  Enonce - Baccalaureat 2017 o
, —(sin x) cos x
f(x)= T . T T o2
sm- x s~ x
Examen: Baccalauréat Séries: C E Vx €10, 7]
Session: 2017 Durée: 4 heures fl(x)=0
Epreuve: ~ Mathématiques Coef.: 5/4 & —cosx =0
) 2 P . A . 212 <:> x = E
Lénoncé de ce sujet peut étre gratuitement télé- 2
chargé sur: On a le tableau de signe suivant.
T
www.simo.education x 0 2 .
(%) - +

. L . Y .
Ainsi f est décroissante sur ]0, E] et croissante sur

4

B Limites aux bornes de Dy.

lim f(x)= lim — = L =+00

x—0+ x—0tsinx  0F
et

: S 1

xllgrl— fx)= xlg}{l_ sinx 0t oo
B Tableau de variation
s
X 0 2 T
£(x) - ¥
f()u) =E2 \ / +00

B Tracer de la courbe de f.



1.2. Solution des sujets d’examen

1.5. Calculons I.

b
1.2. Larestrictionde f sur ]0, 5 ] étant continue et stric-

b
tement décroissante, définit une bijection de ]0, f] vers

(] (28]

La courbe de g~! est le symétrique de la courbe de g par

rapport a la premiére bissectrice (la droite d’équation m Cherchons g7! (2‘—6)
y=Xx). 3
1
1.3. Soit y = g~'(x); montrons que siny = L R 243
x2—1 8 3
cosy= .
Y 243
Onay=g'(x) ©gx)=—7=
1
S x=g(y)= < oLl 208
siny sinx 3
. 1
= SInL Yt @sinx_ﬁ
2 2
Aussi cos? y +sin®y =1 PN
2 1 3
& cos”y+ = =1 B 273 n
Donc g — ==
2 1 3 3
&cos y=1——
X2 R - T
De méme g (\/?) =7
@cosy:\l—ioucosy:—\ 1—i D'Oﬁjzf_fzﬂ
x2 x2 SN
. Série C uniquement
Or y € (0, E] donc cosy >0 1.1. Soit N un entier relatif impair. Montrons que
2
D’out N*=1[8].
N estimpair < N =2k+1,(k€Z)
1 vx2—1 +vx2-1 2 2
cosy=\|1-—=———=—-—— = N“=(2k+1)
x2 | x| i
— 2
. 1 V2= =4k +4k+1
Doncsiny = — etcosy = N =4k(k+1)+1

X
1.4. Déduisons que Vx € ]1,+09[ = N?—1=ak(k+0)

/ 1
(s7) = —e— OrvVkez, (k(k +1)=0[2]
onaVeell oom Donc 3k’ € Z[k(k +1) =2k’
4 Dot N2 —1=4x2k"=8k'.
Donc N2—1=0[8] = N2=0[8].
(g—l)/ )= ; 1.2. Montrons que si M? = 1[8] alors M est impaire.
g'og(x) Nous allons procéder par absurde.
ks 1 Soit M [M? =1[8]
- cos g Y(x) supposons que M n’est pas impair c’est-a-dire M est

pair.
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Alors Ik € Z|M =2k & M?=4k>.
Comme M =1[8] alors 3g € Z|M? =8¢ +1
= 4k?=8g+1
=a(k?—2q)=1
< 4|1 (impossible)
Car 4 n’est pas un diviseur de 1.
D’outsi M = 1[8] alors M est impaire.
1.3. Résolvons dans Z? I'équation x> =8y +1.
D’apres les deux  questions précédentes

x>=8y+1 < 3keZ, x=2k+1.
D’out
(2k+1°=8y+1
o 4k® +4k =8y
ok +k=2y
<2y =k(k+1)
W Si k est paire, alors 3g EZ/k =2q donc y =q(2q +1)
etx=4qg+1.
B Si k est impaire 3g € Z/k = 2q + 1 donc
2y=(2q+1)2g+2)=2(2q+1)g+1)
& y=02qg+1)(g+)etx=2(2g+1)+1=4g+3
Ainsi
$={(49+1,92q+1),(49+3,2q+1)(q+1); g €2}

1.4. Déduisons que la parabole (I') d’équation
2
X

y= passe par une infinité de points a coordon-
nées entieres.
x%—1
8
&8y = 2=l

y=

o x*=8y+1 (1.1)

Or d’apres la question précédente les couples

(4q +L,q(2q+ 1)) et (4q +3,(2g+1)(q + 1)) (qez)

sont les solutions entieres de (1.1).

Donc I'équation (1.1) admet une infinité de solutions

entiére;s et par conséquent la parabole (I') d’équation
b

W = passe par une infinité de points a coordon-

nées entieres.

Solution 2. (p. 2)

Soit'’équation (E) définit dans 'ensemble C par
2*+(3—a?)z+2i(1+4d%)=0 (E)

avecd €Cet|d|=2.

2.1. 2.1.1. Vérifions que 2i est solution de (E).

Ona

(20)*+(3 — d?)2i+2i(1 + d?) = —8i+6i—2d?i+2i+2d%1=0.
D’ou1 2i est solution de (E).

2.1.2. Résolvons (E) dans C.

Puisque 2i est une solution de (E) alors il
existe deux nombres complexes a et b tels que
22 +(3—d?)z+2i(1+d?)=(z—2i)(z>+az +D)

Cherchonsdetelsa et b :
(z—21)(z2 +az+ b) =z3+
(3-d?)z+2i(1+4?)
= 28 +(a—20)z% +(b—2ia)z —2ib = z°+
(3-a?)z+2i(1+4?)
Par identification on
a—2i=0
b—2i=3—-d?
—2ib =2i(1+d?)

N a=2i
b=3—d?+2ia=—(d*+1)

Douz3+(3—d?)z+2i(1+d?)=(z 721)(22 +2iz—(d?+ 1))
Ainsi () & z—2i=0& z2+2iz—(d?+1)=0.

Résolvons d’abord z% +2iz —(d? +1)=0

A=(20P +4(d®+1)=—4+4d* +4=4d*=(2d)*
—2i—2d
D'ouz= —ed =—i—douz=—i+d.
Ainsi ’ensemble solution de (E) dans C est donc
S={2i,—i—d,—i+d}

2.2. Dansle plan complexe on considere les points A(2i),
B(—i), M(—i+d) et N(—i—d).
2.2.1. Calculons MN et déterminons le milieu de
[MN].
OnaMN =|zy —zy|=l-i—d—i+d|=|-2d|=2|d| =4
car|d|=2.
Le milieu de [M N] est I d’affixe
zn+zy —i—d-—i+d 2i .
zZr= = =——=—i=2zp.
2 2 2
Ainsi le milieu de [M N] est le point B.
2.2.2. Déduisons que lorsque d varie sur C, les points
M et N appartiennent a un cercle fixe.
On a d’apres la question 2.2.1. M N = 4 et B milieu de
[MN].
MN 4
DoncBM:BN:—2 =§:2

D’ol1 M et N appartiennent au cercle de centre B et de
rayon 2.
2.2.3. Dans le cas ou AMN est un triangle, montrons

que O estle centre de gravité de AMN.
Zatzy t+zy

11 suffit de montrer que zp =
Za+ 2 ey ) 21—1+d—1—d

On a =

D’ot1 O est le centre de gravité du triangle AM N.

2.2.4. Déduisons les valeurs de d pour lesquelles AM N

estisocele en A.

AM N estisocele en A si et seulement si(AB) L (M N) car

B est le milieu de [M N].

Or (AB)=(AO) donc il faut et suffit que (AO) L (M N).

Ona(AO) L(MN)

AN —2ZM _.
——¢€iR

:OZZO.

2A—Z20
—i—d+i—d
ey T e

- €iR
2i



1.2. Solution des sujets d’examen

&dieiR
& deR

Orld|=2 < d=2oud=-2.

Solution 3. (p. 2)

Partie A
Soit'équation
¥’ +2In2)y’ +(n2yy =0 (E)
3.1. 3.1.1. Résolvons!’équation (E) dans R.
L'équation caractéristique associé a (E) est :
r2+2In2)r+(n2’ =0 (1.1)

A=4In’2—-4In?2=0
Donc (1.1) admet une solution double
2In2
rg=———=—In2.
2

Ainsi les solutions de (1.1) sont sous la forme

y=(Ax+Bx)e"* =(Ax + B)e *"2 (A4, BeR).

Lensemble solution de (1.1) est donc
S{x—(Ax+B)27*:A,BeR}

3.1.2. Déterminonslasolution g de (E) vérifiant g(0) =0
etg’(0)=1.
Ona
g(x)=(Ax+B)2™* =(Ax + B)e *In2
et
/ _ —xln2
g'x)= [A—an(Ax + B)]e
g(0)=0 & Be® < B=0
et
g0)=1
< [A—BIn2]le *=1
& A—Bln2=1
= A=1
BTG o S e =
g ox
3.2. Soit la fonction u(x) = Zv)i et (C) sa courbe repré-

sentative dans un repere orthonormé.
3.2.1. Montrons que la fonction

u'(x)=(1—x1n2)e*n?

OnaVxeR

=38 —xIn2

X
e = e = e

2x
Donc
u/(x) —e ¥ In2 —(In2) xe—xlnz
=(1—xIn2)e *n2
3.2.2. Tableau de variation de u.
| Signe de u'.
OnaVxeR;e*n2>q,

Donc u/(x) est de méme signe que 1 — xIn2.
D’out

1"

u'(x) + -

B Limites aux bornes du domaine de définition de u.

lim u(x)= lim —=—ocoet lim u(x)=0
X——00 X——00 2X x—+00
Et

1 _ 1 _{r%_ 1
“ In2 ) \In2 € " eln2

B Tableau de variation

1

u(x) eln2
/
\ 0

—o0

3.2.3. Branches infinies de (C).

m Ona . ligfnoo u(x)=0 donc (C) admet la droite d’équa-
tion y =0 (axe des abscisses) comme asymptote ho-
rizontal.

m lim u(x)=-—o0.

X——00
u(x X 1
Et lim Q: lim = lim — =+o0.
X——00 X X——00 x2X  x——00 2X

Donc (C) admet une branche parabolique de direction
(OJ)en—oo.

3.2.4. Tracons(C)et (Ty) : tangente a (C) au point d’abs-
cisse 0.

Ona (Ty) :

y=u/(0)(x—0)+u(0) (To)
<> (Ty) : y =x car u/(0)=1et u(0)=0.

E7 P 4 6

3.3. 3.3.1. Montrons que u est une solution particu-
liere de (E). On peut remarquer que
i —xIn2 _ —X _ i i
g(x)=xe =x2""= i u(x)
Puisque g est une solution particuliere de (E), alors u
I'est aussi.
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3.3.2. Déduisons la valeur de

(ln2 2) X Jl u(x)dx
0

Ona

u”(x)+2In2) ' (x)+(n2)* u(x)=0

1
= f (u”(x)+(21n2)u’(x)+(1n2)2 u(x))dx
0

1
= [u'(x)+(21n2)u(x)](1)+(ln2)2f u(x)=0
0

= u'(1)+(2In2) u(1)— u’'(0)—2In2u(0)+

1
(an)ZJ u(x)dx =0
0

1
= (In2)? J u(x)dx = u'(0)+2In2u(0)—
0

' (1)—(2In2) u(1)

1—In2 1
=1+2In2x0— 721n2><5
1 1
=—-——In2
2 2

Partie B
On considere la suite (V,,) définie par

=0
1
Vyg1 = E(Vn +27") VYneN

3.1. Démontrons par récurrence que Yn €N; V,, = u(n).

m Pour n=0;0na Vp=0et u(0)=0donc V= u(0).
B Supposons que V, = u(n) et montrons que
Vs =u(n+1).

n
Vo =u(n)= on

et

(Va+27")

Ju— + —
Pi >
~An+l
T2 2n
_n+l
i 2n+l
=u(n+1)
DouVneN; V, =u(n).
3.2. Pour tout entier naturel on pose S, = ZZ:O V.
3.2.1. Montrons par récurrence que

n
1 n+1
S"Z(Z.Z—k)_—ér ;VHEN

Vi1 =

D= N =

k=0
B Pourm = 0O,ona: § = VW = 0 et

1 0+1 1 1
0 — —
(E:k=o zk) 2 ~171 =0donc

> 1) o0+1
50:(2%)‘20

k=0

1 n+1
B Supposons S, = (ZZ=0 z—k)— —— etmontrons que

n
n+l1
Ona:
n+1 n
Swi1= D Ve= D Vi+Vany
k=0 k=0
_( SE! )_n+1 n+l
k=02k on 2n+l1
n
:(kzozlk)_ ;’;11(2—1)
_( " )_ n+1
k:ozk 2n+1
_(" 1) 1—(n+2)
- 2k + on+l
k=0
_(i 1)+ 1 n+2
- k:ozk on+l  2n+l
_("EH 1 ) n+2
pre 2k 2n+l
_(”“ 1) (n+1)+1
pre 2k 2n+1
D'ouVneN;

3.2.2. Calculons la limite de la suite (S;,).

On sait que
1 n+l1
1—|( =
iy
el
k
= -
2
1
_ 2n+1
r 1
2
1
:ZX(I——)
2n+1
1
=2——
n
D’out
S =2 1 n+1 n+2
Y =2— — — —2_

“on on on



1.2. Solution des sujets d’examen

Ainsi
n+2
lim S, = lim (2— )
x—+00 x—+00 2n
. n+2
=2— lim
x—+00 2n
=2-0=2
Partie C
Dans le plan muni du repére orthonormé (O, i ,7), on
s > 1- V3 2 1@—1 1-
considere les vecteurs é) = 3 i+— ] ete, = -5 i+ 5].

3.1. Démontrons que (O, é, ez) est un repere ortho-
normé du plan.

Isuffit de montrer que det (&}, &) # 0,que||é’1 || =||é'2|| =1
etque & - & =0.

=1#£0.

1
> 3
Onadet(el,ez): \% =1 Z
2

sl = (3] +( 2 ) -
el -y (3) +(-2) -
22

Donc (O, e, é’z) est un repeére orthonormé du plan.

3.2. Déterminons les éléments caractéristiques de la ro-
tation qui transforme (O, &, &) en (0,7, J).

Il s'agit de la rotation de centre O et d’angle
6= Mes(el,f):—Mes(t el)

Or

Mes(?,é’l):arg(ze )= arg(l +1§) :arg(ei%) il

b
Donc c’est la rotation de centre O et d’angle 6 = e

3.3. Soitla conique 13X% +7Y? + 6/3XY = 16 dans
(O' 51 i é'Z)

3.3.1. Ecrivons une équation cartésienne réduite de
cette conique dans (O, i", j)

Soit M un point de coordonnées (x, y) dans (O, 7, f) et
(X,Y)dans (O,é’l, e"g).

Exprimons X et Y en fonction de x et y.

Methode 1

Puisque (O, é, é’z) et 'image de (O, A f) par la rotation

de centre O et d’angle 6 = —g

X+iY=e_i%(x+iy)

_1+1/§ (1 ﬁx
T2 T AR N\
1 3
X —x+£y
PEN 2 2
1 V3
Y=-y==394

13

Méthode 2
OM=Xé&+Yé&etOM=xi+yj.
or
*—1?+fﬁ'
1=5 2]
L V3, 1,
2=yl
7_14 V3,
= ——€
2 2
1. V8, 1,
J=5atse
Donc
OM:x7+y]
o2 Ba)iy[Basle
= ST e y ; aTse
= 1x+f 6+ 1/§x+ 22
=2 2J’ 1 2 2}’ 2
1 3
X §x+§y
D’ou /3 1
Y=—T-x+2y
2 2
Or

(1 V3 Y ( V31 Y
S| -x+—y | +7|——Fx+-y | +
2 2 2

1 3 3 1

6«@(7x+£y)(—£x+fy):16

2 2

1, 3, V3 3., 1,
(:)13(4x +4y + ) Xy |+7 4x +4y

Qxy)+6f( [ @ 2 %xy):

i
13 5,39 5 1343 21 , 7,
S — Xty +——xy+—x"+-y—
4 4 2 4 4

73 9
——&BY==47 —3fxy+ y =16
2 2
S 4x?+16y°=16
x_2+y_2—1
22 12

3.3.2. Déduisons sa nature et son excentricité.
. N i .
D’apres I'équation dans le repere (O, 7, 7) la conique
donnée est une ellipse car son équation est sous la forme
2 2
X

»Jrﬁ—laveca 25eth =1
= c=va2—b2=+4—1=+/3.

S @
D’ou I'excentricité est: e = — =
a

V3
7.
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Solution 4. (p. 3)

Uniquement pour les candidats de la série C
4.1. Démontrons que le reste de la division de N par 100
est:r=aag.

N=aya,—---ayao
=a,10" +a, 110" +--- 4+ 3,102 + 2110 + aq

Or a,10' + ay = a,ay

& N=0a,10"+a, 110" +...+ 4,10 + a1a,
=10%(a,10" 2 +a,110" 3 +---+a310
+a2)+6ll(l0

Posons ¢ = a,10" 2+ a,_;10"3 + ... + a310 + a, et
r=a,ap.

Alors N =10 +r =100g +r

Or r =ayag=10a, + ay < 100

Donc g et r sont respectivement les quotient et reste de
la division de N par 100.

4.2. Application : Démontrons que le chiffre des unités

7
et le chiffre des dizaines du nombre N = 777" sont res-
pectivement 3 et 4.

Ona:

7=7[100]

72 =7%[100] = 49[100]

7% =343 =43[100]

7% =43 x 7[100] = 301[100] = 1[100]

7° =7[100]

7% =49[100]

77 =43[100]
7°) = 43%[100) = 49[100]
77)° =43 x 49[100] = 2107[100] = 7[100]
77)* = 49%[100] = 1{100]

D’ot les chiffres des unités et des dizaines de 7777 sont
respectivement 3 et 4.

Uniquement pour les candidats de la série E

4.1. 4.1.1. Montrons que

1 1
F(l):f xf(x)dx+f F(x)dx
0 0

1
Soit I:f x f(x)dx.
0
Posons u = x et v’ = f(x). Avec u’ =1 et v=F(x).

Oronsaitquef uv’:[uv]—j u'v.

Donc

1
I:J xf(x)dx
0

1
= [xF(x)](l)—f F(x)dx
0

1

:1~F(x)—0~F(0)—f F(x)dx

0
1
= F(l)—f F(x)dx
0

1

= F(l):I-&-J F(x)dx
0

1 1
:J xf(x)dx+J F(x)dx
0 0

1

1
4.1.2. Déduisons-en quef x f(x)dx > 3
0
D’apres la question précédente nous pouvons tirer que

1 1
J xf(x)dx=F(1)—f F(x)dx (1.1)
0 0

Or on sait que

1
[F(l) x+lx3—1x] SF(1)+7—1
6 2 2
1
<F(1)—§
; 1
:FJ F(x)dxsz(1)+§ (1.2)
0
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4.2, 4.2